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Jusqu’aux cours de troisiéme année de licence de Mathématiques inclus, nous avons appris a résoudre
certaines équations différentielles ordinaires par des méthodes assez élémentaires dans un cadre restreint,
en particulier avec des dérivées d’ordre au plus 2 et des équations linéaires le plus souvent. Cependant,
pour des équations plus générales, faisant intervenir des dérivées partielles notamment, nous n’avons pu
en étudier que quelques-unes qui sont facilement résolubles dans le cadre d’exercices, mais n’avons pas vu
de méthode générale de résolution, ni méme si une éventuelle solution existe puisque cela sort du cadre

d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz notamment.

L’objectif de ces lectures dirigées est alors de donner un sens a la notion de solution pour une équation
aux dérivées partielles, puis de présenter plusieurs méthodes permettant de résoudre de telles équations.
Pour cela, nous commengons par définir un cadre de résolution en construisant les espaces de Sobolev
dans des cas simples, en dimension 1 puis d, en donnant notamment un sens a la dérivée dans L? sans utiliser
la théorie des distribution et en introduisant des outils utiles pour la suite tels que I'inégalité de Poincaré
et le théoréme de Rellich. Ensuite, nous présentons quelques méthodes de résolution avec simplement le
théoréme de Riesz au départ puis avec le théoréme de Lax-Milgram et enfin avec un théoréme de point fixe
de Schauder. Nous ne nous intéresserons qu’a des équations elliptiques, c’est-a-dire indépendantes de la
variable de temps. Pour ce travail, on considére comme acquis les résultats du cours d’Espaces Vectoriels

Normés et Calcul Différentiel ainsi que de celui d’Intégration de Lebesgue.
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Notations :
— d € N* est la dimension (finie) de I’espace R? dans lequel on se place.
— Q désigne un ouvert borné & bord lisse de R,
— |z| désigne la norme euclidienne canonique de z comme vecteur de RY.
— x -y désigne le produit scalaire canonique de deux vecteurs z,y de R%.
— ||l zr(n) désigne la norme usuelle sur 'espace LP(£2) pour p € [1;+00].
— D(Q) est ensemble des fonctions de classe C* & support compact sur €.
— L(E, F) désigne ’ensemble des applications linéaires de E & valeurs dans F.
— dg désigne la distance associée a la norme de ’espace vectoriel normé FE.
— supp(f) désigne le support d'une fonction f a valeurs dans RY.
— Bg(x,r) désigne la boule ouverte de centre = € E et de rayon r > 0 dans l’espace vectoriel E.
— Bg(wx,r) désigne la boule fermée de centre x € E et de rayon 7 > 0 dans I’espace vectoriel E.
— Pour p € [1, +0o0], on notera p’ son exposant conjugué.

— Pour f: EF— F, on notera f|4 : A — F sa restriction a une partie A de I’ensemble E.

Les autres notations apparaissant dans ce rapport seront précisées au fur et & mesure du document.



I Espaces de Sobolev et propriétés préliminaires

1.1 Définition et caractéristiques des espaces de Sobolev en dimension 1

Avant de donner un cadre général de résolution en dimension d, commencons par le cas d = 1. En cette
dimension, 2 désigne simplement un intervalle de R, de la forme Q =|a, b[ avec a < b.
Définition I.1
Soit f € L?(Q2). On consideére le produit scalaire usuel sur ]a, b défini par (f | D2 = /b f)g(¢)de.
On dit que f admet une dérivée dans L*(Q) s’il existe une fonction g € L*(Q) telle que :
Y € D(Q), (f | ¢) 1200y = — (9 | ) 12()- On note H'(Q) I'espace vectoriel des fonctions de L*(Q) qui

admettent une dérivée dans L?(§)) et on dit que cet espace est un espace de Sobolev.

On remarque que cela consiste en fait a définir H'(£2) par une intégration par partie implicite dans le
produit scalaire sur L?(£2). Nous observons qu’une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R est
dérivable au sens de L?(I) mais que la réciproque est fausse, par exemple la fonction "valeur absolue" est

dérivable au sens de L%(] — 1, 1]) mais n’est pas dérivable sur | — 1, 1].

On peut également remarquer que pour f € L?(), les propositions suivantes sont équivalentes :
x
(i) il existe une fonction g € L?(2) telle que = — f(x) — / g(t) dt soit constante sur .
0

(i1) il existe une fonction g € L%(Q) telle que : Vo € D(Q), (f | ¢z = — (91 9) 120

Cela permet ainsi de définir H'(Q) comme étant aussi I'ensemble des fonctions f € L?(Q2) qui ad-
mettent une dérivée dans L2(f2), c’est-a-dire telles que, pour chacune d’entre elles, il existe une fonction
g € L?() telle que Papplication z — f(x) — /LE g(t) dt soit constante sur €2.

0
L’équivalence précédente est admise dans ce rapport : la démonstration se trouve dans [2]. Elle permet
cependant de voir un lien intéressant avec les coefficients de Fourier : on peut caractériser les fonctions de
H'(Q) par une propriété vérifiée par leurs coefficients de Fourier. On rappelle que ceux-ci sont définis par
1

2m
en(f) = o /. f(t)e™ ™t dt, Vn € Z.

Proposition 1.2

Soit f € L*(Q). Il y a équivalence entre les propositions suivantes :
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(i) f admet une dérivée dans L*(12).

(i1) la série de terme général n?|c,(f)|?,n € Z converge.

Démonstration : [3] Supposons que f admet une dérivée dans L?(12) : il existe une fonction g € L?(Q2)
x
telle que = — f(z) — / g(t) dt soit constante sur §2. Par propriété usuelle sur les coefficients de Fourier,
0

on a pour tout n € Z*, ¢, (f) = e, (g) done, comme g € L?(9), la série Z n®|cq (f)|? converge.

in
nez
Réciproquement, on suppose que la série précédente est convergente (donc que f est égale a sa série de
Fourier). Soit x € , on définit alors la suite (u,(z))nez par : Vn € Z : uy(z) := c,(f)(e™® — 1), de

sorte que f(z) = Z en(f)e™ = — Z un(x). On en déduit alors, en posant g(x) = — Z 2imen (f)e™,
nez ne’ nez

xr

que f(z) — / g(t)dt = Z cn(f), qui est une expression indépendante de z, donc f admet une dérivée
0 ne”Z

dans L?(Q) qui est g.

Malheureusement, pour étudier des équations aux dérivées partielles d’ordre au moins deux (dans le
cas oll la dimension de l’espace est supérieure ou égale a 2), nous devons nous intéresser aux dérivées dans
L2(Q) ce qui est difficile & étudier a notre niveau avec la caractérisation avec les coefficients de Fourier.
De plus, ce résultat n’est alors vrai que lorsque 2 est le disque (admis ici), ce qui est assez contraignant.
Réﬁnition 1.3

On definit sur H'(), Ia norme ||y par 1/ sy = /U T Py = /U T Doy + 0 | Daagen

ol g désigne la dérivée dans L*(2) de f.

En effet, comme (f | g);- (o) est un produit scalaire usuel, on en déduit facilement que ’application

(| '>H1(Q) deéfinie par (f | g>H1(Q) = (f | 9>L2(Q) + (f"| g/>L2(Q) (ou f’ et g’ désignent respectivement les

dérivées de f et de g dans L?()) définit un produit scalaire, donc que ||+ z1(q) est bien une norme.

Théoréme 1.4

(HY(2), ||| 2 () est un espace complet.

Démonstration :  Soit ¢ > 0. On considére une suite de Cauchy de fonctions (f,) dans H(Q) :
IN €N, Vn2p = N, ||fn— folla () < e. On observe facilement que (f,,) est aussi de Cauchy dans L?(Q)

donc convergente dans L?(Q) vers une fonction f puisque espace (L*(Q), ||]|z2(q)) est complet. Comme



(fn) est une suite de fonctions de H'(f2), il existe une suite de fonctions (g,,) dans L?(f2) telle que pour

tout n € N, Vo € D(Q), (fn | @’)LQ(Q) =—{(gn | <p>L2(Q). Par définition de la norme |[|-|| g1 (q), on a :

Vn>=p>= N, \/||fn - fp||2L2(Q) + [lgn — gp||2L2(Q) < e, ce qui donne que la suite (g,,) est aussi de Cauchy
dans L?(Q2) donc converge vers une fonction g € L?(2). On vérifie enfin que f € H(Q) : pour tout ¢
dans D(Q), (f | ¢)12(0) = — (9| ¥)r2(q) d’apres les convergences établies précédemment donc g est la
dérivée de f au sens de L?(Q). Ainsi, par définition de la norme ||| g1(q), (f5) converge dans H'(Q) vers

f e H'(Q) donc (H'(Q), ||| 1 (o)) est un espace complet.

1.2 Définition et propriétés des espaces de Sobolev en dimension d

Aprés avoir vu de premiers résultats sur les espaces de Sobolev en dimension 1, nous allons les étendre
en dimension d > 2 afin de pouvoir résoudre en deuxiéme partie des équations aux dérivées partielles
d’ordre 2 notamment. 2 désigne alors un ouvert borné a bord lisse (on ne définira pas cette notion, elle
permet d’établir la prochaine définition notamment). On définit espace de Sobolev H!(Q2) comme en
dimension 1, en remplacant la dérivée L? par chacune des dérivées partielles.

Définition 1.5

En dimension d € N*, I'espace de Sobolev H*(§)) désigne I'espace vectoriel de I'ensemble des fonctions
f € L?(Q) telles que pour tout i € [1,d], il existe une fonction V; € L?(Q2), telle que :

Vo € D(Q), (f | 0ip) 120y = — (Vi | ¥)12(q) 01 Oip = g—i. Par la suite, on notera 0;f :=V;.

On munit alors H'(Q) de la norme ||-||g1(q) définie par |ullgio) = |ullr2) + [[Vulr2@) pour

u € HY(Q), et du produit scalaire (- | ) Fr1(q) @ssocié.

Proposition 1.6

(HY(Q), (| Vi (ays IFlm (@) est un espace de Hilbert.

Démonstration : [I] Comme pour la dimension 1, on vérifie sans probléme que ||| 71(q) est bien
une norme sur H*(€2). Il s’agit alors de montrer que (H'(), ||| g1 (q)) est complet. On s’inspire du rai-
sonnement utilisé en dimension 1. On considére alors une suite de fonctions (f,) de Cauchy dans H'(£2),
donc dans L2(92) qui est complet : cette suite converge dans L?(f2). Par définition de H'(f2) en dimen-
sion d, on construit alors d suites de fonctions (les dérivées partielles de f au sens donné ci-dessus)

(g1.n)neNs - - - (ga.n)nen qui sont chacune de Cauchy dans L?(2) donc convergentes dans L?(€2). En écri-



vant les produits scalaires de la définition (I.5) et en passant & la limite lorsque n — +oc0, on conclut,

comme dans le cas out d = 1, que (f,) converge dans H*(£) qui est donc complet.

Définition 1.7

On définit H{(2) comme I'adhérence des fonctions C*° a support compact pour la norme ||-|| g1 (q)-

Proposition 1.8
(HY(Q), (- | Vmia) s IllH1(@) est un espace de Hilbert.

Démonstration :  Hg(Q) est par définition fermé dans (H'(S2), || g1 (o)) qui est complet donc
(HY(Q), (] V(e o a1 () est un espace de Banach : (HHQ), (- | Vrr(e) Illri(e)) est bien un espace
de Hilbert.

Une fois ces espaces construits, montrons 1’inégalité de Poincaré qui sera utile par la suite.

Proposition 1.9

11 existe C' > 0, tel que pour tout u € Hy (), ||ull2(0) < C||Vul r2(q)- [7]

Démonstration : Soit f € D(2). Q est borné donc il existe des réels A; et B; pour tout ¢ € [1,d]
n
tels que Q C H [A; } Comme f est en particulier de classe C! sur , on a :

Ve e Q, f(z / ——(t, xa, ..., zq) dt. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors que :

B
1 8 n
Ve e Q, |f(x)]? < (B Al)/ |—f(t, T1,...,xq)|? dt. On intégre ensuite cette inégalité sur [ [A;, Bi]
Ay i=1

et on obtient : || f[|72 gy < (B1 — A1)?(|01 f[|72 (- Enfin, 91 f| < |V f| permet de conclure :

||f||%2(m < (B1 — A1)V SI3. 2(q) et la constante C':= (By — A1)? convient.

On remarque que la constante C' n’est dépendante que de 'ouvert €2 et que '’hypothése : " est borné
dans une seule direction" suffit pour prouver la proposition précédente. Un corollaire immédiat est le
suivant :

Proposition 1.10

L’application u € H}(Q) — ull () = IVull2(q) définit une norme sur H}(Q) qui est équivalente &

la norme ||-|| g1 (). [9]

Démonstration : On conserve la notation C' pour la constante apparaissant dans l'inégalité de

Poincaré. Pour tout u € H} (), on a alors :



||Vu|\2L2(Q) < HUH%Q(Q) + ||Vu||%2(m = HVUH%”(Q) <(1+ C2)||Vu||%2(m, d’our I’équivalence des normes.

On termine cette introduction aux espaces de Sobolev en précisant qu’on peut également définir ces
espaces & des ordres supérieurs.

Définition I.11
On définit Pespace de Sobolev H?(Q) par : H*(Q) := {f € H*(), Vi € [1,d], 0;f € H'(Q)}.

Alinsi; on peut par récurrence définir les espaces de Sobolev H™(£2) pour m € N* a partir de cette définition

mais on n’utilisera par la suite que les espaces que ’on vient d’introduire.

1.3 Théoréme de Rellich
Avant d’énoncer et de montrer ce théoréme, nous rappelons tout d’abord quelques définitions d’ordre
topologique :

Définition 1.12

Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On dit alors que :
— A est relativement compacte dans X si A est compacte dans X,

n
— A est précompacte dans X si : Ve > 0,3In € N*,xy,...,2, € A tels que A C |J B(z;,¢).
i=1

1=

Nous rappelons cette propriété qui nous sera trés utile dans les démonstrations qui suivent :

Proposition 1.13

Soient (X,d) un espace métrique complet et A une partie de X.

A est relativement compacte dans X si, et seulement si, A est précompacte dans X.

Définissons ensuite les opérateurs compacts :

Définition 1.14
Soient E et F des espaces de Banach.

On dit que T € L(E, F) est un opérateur compact de E dans F' si I'image de toute partie bornée de E

est une partie relativement compacte de F.

Proposition 1.15

Soient E et F' des espaces de Banach, et Eq et F des espaces vectoriels normés. Si T est un opérateur

compact de E dans F, f € L(E1,E) et g € L(F, Fy) alors gT'f := goT o f est un opérateur compact




de Ey dans Fy. [5

Démonstration :  On note Bg(0,1) la boule unité fermée de E et on observe que g7 f(Bg(0,1)) C
gl r)f (T(Bg(0,1)). Comme 'image d'un compact (ici T(Bg(0, 1) qui est fermé et borné en dimension

finie) par une fonction continue est compacte, on en déduit que g7'f est un opérateur compact également.

Une fois rappelées ces définitions, nous pouvons énoncer le théoréme de Rellich :

Théoréme 1.16

Soit Q un ouvert borné de R<.

L’injection v : H}(Q) < L%*(Q) est compacte. [6]

Ce résultat est fondamental pour appliquer le théoréme de Schauder qui sera présenté en partie I1.3. C’est
un résultat difficile & obtenir. Pour y parvenir, nous aurons besoin de plusieurs résultats. Commengons
tout d’abord une propriété caractérisant les compacts de LP(€2) ou p € [1, +0o0].

Théoréme 1.17

Soit A C LP(R?), A est relativement compacte dans (LP(R?), ||| »ra)) si, et seulement si, :

— A est bornée dans LP(RY), (i)

— |f(z)]P de P 0 uniformément en f € A, (ii)
|lz|>R oo

— 1af = f(-—a) H—>0 f uniformément en f € A. (iii)
al—

Démonstration : D’apres le théoréme de Riesz-Fischer, (LP(R?), |||/ »(e)) est complet donc, d’apres

la proposition (I.13), la précompacité est équivalente a la relative compacité. Commencons par le sens direct.

Supposons que A soit une partie précompacte de (LP(R?), ||| 1»(ra)) et introduisons & > O et f1,..., fr € A
k
donnés par le recouvrement A C U Brrray(fi,€). On en déduit immédiatement que A est bornée, ce qui
i=1

donne le point ().

De plus, on a pour presque tout z € R% et pour tout j € {1,...,k}:

| fi(@)1jz)>r] < 1iugk\\fj||Lp(Rd)1lx\>R Ao

EVAS

Et, pour tout j € {1,...,k}, pour presque tout z € R : [f;(2)1;>R| < lfilaéikufjHLP(Rd) € LP(RY).
YA



D’apres le théoréme de convergence dominée, on dispose donc d’un réel Ry > 0 tel que pour tout R > Ry
et pour tout j € {1,...,k}, |fj(x)|P de < eP. Soit alors f € A quelconque. Par le recouvrement
|z|>R

de A on dispose d'un entier jo € {1,...,k} tel que dr»ga)(fj,,f) < €. On a donc, pour tout R > Ry,

/IMf(xnpdx <( /$|>R|fjo(x)|pdw)+( /|

z|>R

(F=F)@lde) <227 done [ |f@)Pds — 0
Il“ >R R—+o0
uniformément en f € A, ce qui donne le point (i7).
Enfin, si f € LP(R?), on sait que I'application a € R? + 7, f est uniformément continue. Il existe donc

n > 0 tel que pour tout a € R? vérifiant |a| < 1 et pour tout j € {1,...,k},||7afj — fillr(ray < €. Donc

pour tout a € RY vérifiant |a| < 7 :

Vf € Allmaf = flleemay < I7af = Tafiollowey + ITafio = FiollLoey + 1fjo = Flloe ey < 3e.

Ainsi, 7, f H—> f uniformément en f € A, d’ou le point (4ii) et la démonstration du sens direct de ce
a|—0

théoréme.

Réciproquement, supposons ces 3 propriétés satisfaites pour une certaine partie A € LP(Rd) et mon-

trons qu’il s’agit d’une partie précompacte de (LP(R?), ||| 1»(ra)). Soit € > 0. Le point (i) nous donne

l'existence d'un réel R > 0 tel que pour tout f € A, ||f14>rl|Lr(rae) < . Considérons une approximation

de l'identité (¢n)nen € DRY)N vérifiant supp(¢n) C Bra(0, L) et ||¢n| 1rre) = 1. Alors pour tout n € N

et fEe A ona:

If = fxodnllLr@ey < |S\lip1 Ilf — 7y fllLr(ray- Cette derniére quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo,
yiIsw

donc il existe ng € N tel que pour tout f € A, ||f — fxdn, | Lr(ray < &

Considérons désormais x, =’ dans R? et f € A quelconques pour lesquels on a :

[F1ma() = P @) = || (£ =) = Fa" = 1)y 1) 1.
< 7af — 7o fllze@ay | Pno |l o7 (may, Par Uinégalité de Holder

< HTzfx’f”LP(Rd) H(bno ||LP/ (R4)"

Remarquons aussi que I'inégalité de Holder donne aussi que | f+¢n, (2)] < [|f|| Lo ®a) |00 | 1o () -

Maintenant, notons P := {f*¢n0|E]Rd(0aR)’ feA}c C(E}Rd(o, R))
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D’une part, le point (¢) nous donne que P, := {f(z), f € P} est borné donc relativement compact dans

Iespace vectoriel de dimension finie R¢.

D’autre part, montrons que P est équicontinue. Soient x € R? et ¢ > 0. Par uniforme continuité de

72 sur LP(R?), il existe 7 > 0 tel que pour tout (f,g) € LP(R%)? tels que ||f — gllrre) < 71, on a
_ e

|72 (f) Tw(g)HLP(]Rd) < [E2 P

Pour y c R%et f€ A, ona:

Fetnal) = F0na ] = | [ (5= 1) = Flr = )ma )]

< e f — Tyf”Lp(Rd) ldno || 1o (R d’apreés l'inégalité de Holder.

On pose g : t € RY = f(y — x +t). On a alors |fxdn, (2) — o, ()| = |7 f — 729|lpll@nollp < &, ce qui
prouve bien que P est équicontinue.

Comme R? est compact et complet, on en déduit par le théoréme d’Ascoli que P est relativement
compacte donc précompacte dans C°(Bga(0, R)). Ainsi, on obtient existence d’une famille finie g1, . .., gx
d’éléments de P telle que P soit recouvert par les boules B(fi, 5}\(ER¢1 (0, R))fi) ol A désigne la mesure

de Lebesgue sur R%. On a donc :
_ _ _1
Vi€ A, Jje{l,...,k}, Vo € B(0,R), |fxtn,(x) — fi*dn,(x)| < eA(B(O,R)) .
On fixe désormais une fonction f € A et Uentier j € {1,...,k} associé comme ci-dessus. Pour presque tout

x € R?, on a, d’aprés I'inégalité triangulaire :

[f(2) = f5(@)] S (@) = frdne (@) + 1 f5(2) = fi#dng (@)] + [[rne () = fixdn, ()],

S|f(@) = frong (@)] + [£5(x) = fi#bno ()
+ (Laj<r(2) + Vo> R (@) fdng (€) = fidn, ()],

Sf(@) = Frdng (@) +15(2) = fibn, ()| + Liaj<r ()| f1dn, (2) = Fixdn, ()]
+ Lopsr(@)([f (@) + [£5(2)))-
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En intégrant sur R?, la linéarité de l'intégrale donne :

1f = fillLoay < If = fxnollLo@ey + 15 = Fi*dnoll Lo may + (/ |f(x) [P 0193)E

|z|>R

+(/|I|>R|fj(x)|p dx>% + (/|$|<R|f*¢>no(:p) — fibng ()P dx)%.

Comme f € A, on obtient :

1 = Fillzoay < IF = Feomaloqasy + 115 = Fienollzogeey + / @) dz)”
|z|>R
+(/;c|>R|fj(m)p dx)p —I—E)\(E}Rd(O7R>) :Eég?oﬂ)\f*gsno(x) — ik ()]

Finalement : || f — f;|| 1»(ra) < 5 donc A est précompacte dans (LP(R?), ||| 1»(ra)), ce qui achéve la preuve

du théoréme (I.17).

Puis nous avons besoin de deux lemmes supplémentaires avant de commencer la démonstration du
théoréme de Rellich. On rappelle que € désigne un ouvert borné de R<.

Lemme 1.18

Si f € HY(Q) admet f pour prolongement par 0 sur Q¢ alors I'application ¥ définie par :

V: f e HYQ) — f e H(RY) est une isométrie de H}(Q) sur H'(RY).

Démonstration : On raisonne par densité de D(£2) dans HE (£2) en montrant que W est une isométrie
de (D(), |- (y) dams ('R, | 1 ey
Soit f € D(Q). Les fonctions f, f, Vf et Vf sont nulles & I'extérieur de  donc :
1N @ay = 1|2 @ey + IV L2 gay = 1 Fllz20) + IV Fllzz@) = 120 + IV Fllzz) = [l o).
Cela signifie que ¥ est bien une isométrie de (D(Q), ||-[|g1()) dans (H'(R?), |||l gr1(ray). Elle est aussi
uniformément continue entre ces deux espaces. Par conséquent, comme (D(Q), ||| g1 (q)) est dense dans
(Hg (), 'l 1 () et comme (H'(RY), ||-|| 1 (ra)) est complet, le théoréme de prolongement d’une applica-
tion uniformément continue justifie que ¥ se prolonge en une unique application uniformément continue
de (H(Q), [l m1(e)) sur (HY(RY), |||l zr1(ray)- On conclut en vérifiant que cette application est bien une

isométrie entre ces deux espaces.
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Lemme 1.19

Pour tous u € H'(RY) et h € RY, ||mhu — ul| 2 ey < |h?||Vul| p2ga).-

Démonstration : Par densité de D(RY) dans H*(R?), il suffit de montrer le résultat pour u € D(R?).
1
Soient h € R? et u € D(R?). Pour tout x € R%, on a : u(x — h) — u(z) = —/ Vu(z — th) - hdt.
0
1
Donc : Vo € R?, |u(z — h) — u(x)|? < |h\2/ |Vu(z — th)|* dt d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Dong, en intégrant sur R?, ||mu — ul|3 < / lu(x — h) —u(x)|? dz < |h|?||Vul|3.
Rd

Passons désormais a la preuve du dit théoréme de Rellich.

Démonstration : Pour montrer la compacité de I'application : ¢ : H} () < L?(Q), il suffit de mon-
trer que l'injection v € H () — @ € L? (Rd) est compacte : on pourra ensuite conclure par composition
avec Iapplication linéaire continue u € L?(R?) — ujq € L*(12).

Notons B la boule unité fermée de H} () muni de la norme ||| H1 () et notons B Tensemble des pro-
longements f des éléments f de B. D’aprés le lemme (1.18), B est inclus dans la boule unité fermée de
(H (), [l (<2))-
Montrons que B est relativement compacte dans L? (R%). Pour ce faire, on utilise la caractérisation des
ensembles relativement compacts dans LP(R?) pour p = 2.
B est effectivement une partie bornée de (L2(R%), |l 2(ray) car elle est bornée pour (H'(R?), ||| g1 (ray)
et puisque ||| L2ra) < |||z re)-
Pour tout f € B et pour tout R > 0 tel que Q C B(0, R), on a /| ‘ |f(x))? dz = 0.

z|>R
De plus, ||[Vul[f2rey < 1 donc : Vf € B,\Va e RY: ||7,f — fllL2(ay < |a| d’aprés le lemme (1.19).
Cela permet d’obtenir la convergence 7, f | (ﬁo f uniformément en f € B.
Ainsi, B est une partie relativement compacte d’apres le théoréme (I.17). C’est donc une partie précom-
pacte de (L2(RY), ||| p2(ra)), donc u € H}(Q) < @ € L*(R?) est un opérateur compact. Donc linjection

v HY(Q) < L?() est compacte.
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II Résolution d’équations aux dérivées partielles elliptiques

II.1 Avec le théoréme de Riesz

Considérons le probléme le plus simple pour commencer, le probléme de Dirichlet homogéne :

—Au = fsur Q

v =0 sur 0N

ou f est une fonction donnée quelconque sur 2. Comme pour résoudre toute équation, il nous faut déter-
miner un ensemble de résolution : comme f € L*(Q), il faut que Au € L?(Q2) c’est-a-dire u € H?(f2). Pour
étudier ces équations en général, on cherche d’abord des solutions dites faibles. Plus précisément, pour u

une solution de (1) et v suffisamment réguliére sur €2 et nulle sur 99 : /

(—Au)v = / fv. La définition
Q Q

(I.5) donne alors : / Vu-Vuv = / fu.
Q Q
On appelle cette équation munie de V’espace de résolution, la formulation faible du probléme (1) et on
appelle solution faible une solution de cette formulation faible. Il nous faut aussi un espace de résolution de
ce probléme faible, contenant H?(Q2) dans lequel ce qu’on a écrit & un sens : 'espace H}(2) convient. On
remarque ici la proximité de cette écriture avec le théoréme de représentation de Riesz que 1'on rappelle :

Théoréme II.1
Soit (H, ||||, (- | -)) un espace de Hilbert.

Si £ une forme linéaire continue sur H alors il existe un unique h € H tel que pour tout u € H :

L(u) = (h|u).

On peut alors démontrer le résultat suivant :

Théoréme 11.2

L’équation (1) admet une unique solution faible dans H}(€2).

Démonstration :  (Hg (), (- | '>H§(Q) NIl 2(0)) est un espace de Hilbert et I'application :
L:ve€ Hy(Q) — / fv est une forme linéaire continue sur H}(Q). En effet, pour tout v € H}(Q), on
Q
a:|Lw)| < / Lol < [ fllzz@llvllzz) < Cllifllzz@llvll 1), d’apres les inégalités de Cauchy-Schwarz
Q

et de Poincaré (C étant la constante apparaissant dans 1'inégalité de Poincaré établie dans la premiére

14



partie).
Ainsi, d’aprés le théoréme de Riesz, il existe un unique élément de Hg(£2), que on notera désormais u,

qui vérifie la formulation faible du probléme (1).

Cependant, montrer qu’une solution faible de (1) est une solution de (1) est bien moins évident. En
effet, on vient de trouver une solution du probléme faible u € H{(f2), mais elle n’est a priori pas tout de
suite élément de H?(Q2) donc solution du probléme (1). Nous pouvons toutefois établir le résultat suivant :

Proposition 11.3

Si I'unique solution faible u de (1) est un élément de H?(2) N H}(Q), alors elle vérifie (1) presque

partout sur Q.

On peut montrer (voir [2]) que ’hypothése de cette proposition est nécessairement vérifiée mais que le
résultat est difficile & montrer. Plus généralement, remonter de la formulation faible du probléme au
probléme lui-méme est difficile sans faire de telles hypothéses. C’est pour cela que dans la suite de ce

rapport, nous nous contenterons de fournir des résultats sur I'existence et 'unicité de solutions faibles.
Démonstration : Soit u € H?(Q) N HE(Q) Punique solution faible de (1). D’aprés la définition (L.5),
on a :

Yo € D(Q),/(Au + v =0. (%)

Q

Etendons cette égalité pour v € L(12). Soit ¢ € L*(Q). Par densité de (D(Q), ||| r2(n)) dans (L2(2), ||| 2(e))
il existe une suite (¢, )nen a valeurs dans D(Q) telle que nEIEOOHgon — ¢llz2(@) = 0. 11 vient alors :
/Q(Au—i— He = /Q(Au—i— o —pn+on) = /Q(Au—l—f)(w — ¢n), comme (p,,) vérifie (x). On a donc :
0< |/Q(Au + ol < |Au+ fllzz@)lle — @nllp2 (o) d’aprés inégalité de Cauchy-Schwarz. En faisant tendre
n vers 400, on obtient donc que (*) est aussi valable pour v € L?(1).

Ainsi, en appliquant (x) & v = Au+ f, on obtient que Au + f est nulle presque partout sur 2 donc que u

vérifie (1) presque partout sur Q (u étant bien entendu nulle sur 952).

De la méme fagon, on peut essayer de résoudre avec le théoréme de représentation de Riesz ’équation
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aux dérivées partielles elliptique suivante plus générale :

—Au+au = fsur Q

v =0 sur 9N

olt a € L>(Q) est une fonction & valeurs positives et f une fonction de L?(2). De nouveau, ensemble de
recherche de solution est H2(12).

On effectue alors le méme travail. Si u € H?(f2) est une solution de (2) alors pour v suffisamment

/Vu-Vv+/auv:/fv.
Q Q Q

Cependant, I'application (u,v) € H}(Q)? /Vu - Vv + / auv n’est en général pas un produit
Q Q

réguliére, on a :

scalaire pour a € L () (si a n’est pas a valeurs positives). Dans ce cas, le théoréme de Riesz n’est pas

suffisant pour résoudre ce type plus général d’équations aux dérivées partielles.

II.2  Avec le théoréme de Lax-Milgram

On a vu précédemment que la résolution générale des équations aux dérivées partielles elliptiques ne
peut pas se faire en n’utilisant que le théoréme de représentation de Riesz, il faut donc trouver une nouvelle
méthode. Pour cela, le théoréme suivant de Lax-Milgram sera d’une trés grande aide.

Théoréme II.4
Soit (H, ||||, (- | -)) un espace de Hilbert.

Si a une forme bilinéaire continue et coercive sur H (telle que : 3J > 0, Yu € H, a(u,u) > J||u|?)
alors, pour toute forme linéaire continue ¢ sur H, il existe un unique élément v € H tel que pour tout

v € H, a(u,v) =£L(v).

Démonstration : Soit @ une forme bilinéaire continue et coercive sur H et soit £ une forme linéaire
continue sur H. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique w € H tel que pour

tout v € H, £(v) = (w | v). Comme a est une application bilinéaire, a est linéaire par rapport a la seconde
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variable donc le théoréme de représentation de Riesz donne aussi que :

Yu e H, 3A, € H, Vv € H, a(u,v) = (A, | v).

Montrons alors qu’il existe un unique élément v de H tel que A, = w.
Pour cela, on commence par remarquer que 'application A : w € H — A, € H est linéaire et continue. En
effet : V(u,u') € H?, VA € R, Yo € H, (Ayyrw — Ay — My | v) = 0. De plus, pour tout v € H, on a :
[A()|? = (Au | Au) = a(u, Ay) < M|ul|||Aul] = M||ul|||A(u)| ot M désigne le réel (strictement positif)
de continuité de a, ce qui montre que 'application linéaire A est continue sur H.

J

On note ensuite J le réel de coercivité de a et T': u € H +— u —n(A(u) —w) € H ol n := 5, de sorte

que A, = w si et seulement si, u est point fixe de T'.

2

Or, Papplication T est contractante : comme (1 — W) €]0,1[,on a:

V(u,v) € H* : |T(u) — T()|* = lu — v — n(A(u) — A(v))]]?
= [lu—v|* = 2na(u — v,u — v) + P*||A(u — v)|?
< u— vl (1 = 2nJ +n*M?)
J2

< u—vllP(1 = m)-

Ainsi, comme H est complet, le théoréme de point fixe contractant donne qu’il existe un unique u € H tel

que A, = w. Cela permet de conclure puisque cet unique u est tel que pour tout v € H, a(u,v) = ¢(v).

Nous allons maintenant voir que ce théoréme, bien plus fort que celui de représentation de Riesz, permet
de résoudre l’équation (2).

Théoréme 11.5

Le probléme (2) admet une unique solution faible dans Hg ().

Démonstration : Pour toute application v suffisamment réguliére et nulle sur le bord de §2, une
solution u vérifie : / Vu-Vov+ / auv = / fv. De la méme maniére que pour le probléme de Dirichlet,
Q Q Q

on remarque que cette formulation faible a un sens pour (u,v) € H}(Q)2.
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Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram avec les applications suivantes :

L: H}(Q) —R b: H3(Q)? — R

v%/fv (u,v)»—>/Vu~Vv+/auv
Q Q Q

L est, comme précédemment, une forme lindaire continue sur H}(Q) et b est clairement une forme

bilinéaire sur Hg () x H}(Q). De plus, comme a € L>°(£2), on montre que :
V(u,v) € Hy(Q)%, [b(u,v)] < (1 + llall L @) C)llull g o) 10l 13 -
Comme a est & valeurs positives, on a en particulier :

vue B, )| = [ V0P + [ al> [ [FuP = July o,

Cela montre que b est une application bilinéaire continue coercive donc on peut bien appliquer le théoréme

de Lax-Milgram. Ainsi, il existe une unique solution u € H{(£2) de la formulation faible de (2).

On peut méme traiter un cas d’équations encore plus général pour lequel seul le théoréme de Lax-
Milgram nous permettra de le résoudre (le probléme (2) était résoluble en n’utilisant que le théoréme de

Riesz puisque la fonction a était a valeurs positives). Considérons l'opérateur elliptique £ défini par :

9 ou
L uc H&(Q) — K;gd(%(ai,ja%).

avec pour 1 < 4,5 < d, a;; € L>(Q) pour laquelle il existe o > 0 tel que :

VEi= (€, E) ERY DD angis > alel

1<i,5<d
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On considére alors le probléme suivant :

—L(u) +bu = fsur Q

u =0 sur 0N

olt b € L>(Q) est a valeurs positives et f € L?(Q2). L’ensemble de résolution étant toujours H?((2).

Théoréme 11.6

Le probléme (3) admet une unique solution faible dans H}(€2).

Démonstration : Déterminons d’abord la formulation faible de ce probléme. Soit « une solution de

(3). Pour toute application v suffisamment réguliére, on a :

0 ou
/Q Z Zm<ai’j&rj>v+/51buv:/ng1]'

1<d,5<d

Puis :

0 ou 0 ou ou v
S E anan)) == 2 L (o)) = 2L (i ar)

1<d,j<d

La formulation faible de ce probléme est donc :

[ a2Ye o [ 1o
Q Oz; Oz 0 Q

1<d,j<d

L’ensemble de résolution étant ici H} () comme pour les précédentes équations. Introduisons alors les

applications suivantes :

L: H Q) — R B: Hy()* — R

ou v
U,_>/va (u,v)%)/ﬂ( Z ai’jasvjazm>+/§2buv

1<i,j<d

Comme dans I'exemple précédent, L est une forme linéaire continue sur H} (€2).
De plus, B est bilinéaire et pour tout v € H}(Q), on a : |B(v,v)| > / alVu|? = a|v|l g () par hypothese
Q

sur les (a; ;). Cela justifie que B est bien coercive. Il reste a établir la continuité de B.
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On considére pour cela (v,w) € H}(2)2.

ov Odw R
On a |B(v,w)| <K/Q< Z |)+||b||L°°(Q)U||L2(Q)||w||L2(Q)a ou K = max Hai,jHLoo(Q),

T Oz Oz 1<4,5<d
donc |B(v, w)| < K/Q|VUI\VU)\+IIbHLoc<Q)II’UHLz(Q)IIwHL2<9) < ol g o 1ol g ) (K +C2[[bl| 1< (52)), ’apres
les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré.

Ainsi, B est bien continue sur H}(Q)? et on en déduit le résultat d’aprés le théoréme de Lax-Milgram.

I1.3 Avec un théoréme de Schauder

Aprés avoir vu que le théoréme de Lax-Milgram est bien utile pour résoudre des équations aux dérivées
partielles linéaires, on observe qu’il n’est cependant d’aucune utilité pour résoudre des équations aux déri-
vées partielles non linéaires. On doit donc utiliser une nouvelle méthode pour résoudre ce type d’équations.

Commengons d’abord avec un exemple simple : essayons de résoudre le probléme suivant dans H?((2)

—Au = f(u) sur
uw =0 sur 02

ol f est une application quelconque dans C°(Q2) N L>°(Q).
Le théoréeme fondamental pour résoudre cette équation aux dérivées partielles sera le théoréme de
Schauder :

Théoréme 11.7

Soient E un espace de Banach et C C E une partie non vide convexe fermée de E.

Si T :C — C est un opérateur continu tel que T(C) est relativement compact alors T admet un point

fixe.

Démonstration : La démonstration est admise, on peut la retrouver dans [4].
Pour pouvoir utiliser ce théoréme pour résoudre le probléme (4) nous devons donc démontrer quelques
propriétés relatives au Laplacien.

Proposition I1.8

L'opérateur A=1 : L2(Q) — H}(Q) qui a f € L?(Q) associe I'unique solution faible de (1) est continue.

Démonstration :  Soit f € L?(€). D’aprés les inégalités de Cauchy-Schwarz de Poincaré, on a :

Vo € H(Q) : [{f | V) 2oyl < Cllfll2@llvll (), ot C est la constante qui apparait dans I'inégalité de
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Poincaré.

Lapplication L : v = (v | f)12(q) est donc une forme linéaire continue sur H} () de norme inférieure ou
égale & C|| f||12(q)- Enfin, la résolution de la formulation faible du probléme (1) avec le théoréme de Riesz
nous donne existence et I'unicité de la solution u € Hg () et I'inégalité lull i) < Cllfllz2(o), dou la

continuité de A1,

Nous pouvons maintenant résoudre le probléme (4). Rappelons que la formulation faible de ce probléme

consiste & trouver u € H}(Q) vérifiant : Vo € H}(Q) : /(Vu Vv + f(u)v) = 0.
Q

Proposition I1.9

Lopérateur T : v € HE(Q) — —(A7Y)(f(v)) € HL(Q) est une application continue et compacte.

Démonstration : T : v € H}(Q) — —(A Y (f(v)). T = —A~1 o f o est continue car c’est la
composition des applications continues d’aprés la proposition (I1.8). De plus, cette application est com-
pacte : d’aprés le théoréme de Rellich, ¢ est une application compacte et f est continue donc f o est une

application compacte. Ainsi, comme —(A™!) est linéaire, T est bien une application compacte.

Théoréme 11.10

Le probléme (4) admet au moins une solution faible dans Hg (€2).

Démonstration : Nous allons appliquer le théoréme de Schauder & E = H} () et a l'opérateur 7.
On considére pour cela I'ensemble convexe C := {v € H}(Q), vl 30y < M} ot M := C|f| Lo (0) v/ A(SY),
toujours avec C' la constante apparaissant dans I'inégalité de Poincaré et A\(2) la mesure de Lebesgue de
la partie bornée Q.
C est fermé par caractérisation séquentielle : si (v,,) est une suite de C qui converge vers v dans (Hg (£2), ||.|| HI(@))
alors (vy,) est bornée dans (Hg (), ||-|| m3(e)) donc admet une suite extraite qui converge faiblement vers un
élément de Hg(€2), qui ne peut alors qu’étre v. De plus, cette limite vérifie nécessairement [[v]|p2(0) < M
puisque (vy,) est une suite de C.

Veérifions enfin que T'(C) C C grace au choix de la constante M. Soit v € C, par définition de T, on a :

Vw € HL(Q), /Q V() - Voo = /Q F0)w.
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En particulier, pour w = T'(v) € Hg (), on obtient :/ VT (v)-VT(v) = / f()T(v), donc :
Q Q
||VT(U)H%2(Q) < [ fllso VAT ()] L2(02)- L'inégalité de Poincaré donne donc :
||VT(v)H%2(Q) S OfllocIVT ()] 22 (0) v/ A(S2). Par définition de M, on obtient bien que T'(C) C C.
Finalement, C est un convexe fermé borné de H} () donc T/(C) est relativement compact done, d’apreés le

théoréme de Schauder, la formulation faible de (4) admet au moins une solution u € H}(Q2).

Cependant, il n’y a pas unicité en général de la solution de ce probléme (4). On peut toutefois donner
le résultat d’unicité suivant :

Proposition I1.11

Si f vérifie la propriété suivante, de décroissance : ¥(u1,uz) € H(Q)?, / (f(u1) = fu2))(ur —usz) <0,
Q

alors le probléme (4) admet une unique solution faible dans H} ().

Démonstration : Soient u; et uy deux solutions du probléme (4). Elles vérifient donc :

Vo € HE (), Vui -V = [ f(ur)vy et Yoy € HE(Q), / Vug - Vg = [ f(u2)ve. On choisit alors vy
Q Q Q

Q
et v telles que vy 1= u; — ug et vy 1= uy — uy, qui sont bien, par somme, des éléments de H{(2), ce qui
donne :
/ Vu1 . V(Ul - Ug) = / f(ul)(ul — UQ) et / VUQ . V(’UQ — ul) = / f(UQ)(UQ — U1).
Q Q Q Q
On effectue alors la somme de ces deux équations et on obtient :
/ IV (uy — ug)|* = /(f(ul) — f(u2))(u1 — u2) < 0 par hypothése de décroissance de f. Or, d’aprés I'in-
Q Q

égalité de Poincaré, 0 < [lu1 — ual/z2(q) < C[|V(u1 — u2)|lg1(q) = 0 ici, d’ott 'unicité dans ce cas de la

solution du probléme (4) : u; = us.

Enfin résolu le probléme précédent, terminons ce travail par I’étude d’une équation aux dérivées par-
tielles encore plus générale.

—Au+au = f(u) sur Q
()
uw =0 sur 02

ot a € L>(Q) est & valeurs positives et telle que ||a]C? < 1 et ot f est une fonction de C°(2) N L>(£).
Nous allons procéder de la méme maniére que précédemment en introduisant les applications auxquelles

nous allons appliquer le théoréme de Schauder.
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Proposition 11.12

Lopérateur A1 : L?(Q2) — H(Q) qui a f € L*(Q) associe I'unique solution faible de (2) est continue.

Démonstration : Soit f € L?(f2), le théoréme de Lax-Milgram affirme que B(u,u) = L(u) ot B et
L sont définies dans la partie I1.2 (avec ici a = b dans la définition précédente de B). La coercivité de B
et la continuité de L nous donnent ainsi : ||uHHl @ < < Cllfllz2@) lull ) Done [lullmp) < Cllfllz2@),
d’ott la continuité de AL

Nous pouvons maintenant résoudre le probléme (5). Rappelons que la formulation faible de ce probléme

consiste & trouver u € H}(Q) vérifiant : Vv € HE(Q), /(Vu Vv —auv + f(u)v) = 0.
Q

Proposition I1.13

Lopérateur T, : v € HE () — —(A;Y)(f(v)) € HL(Q) est une application continue et compacte.

Démonstration : L'opérateur T : v € HF(Q) — —(A;Y)(f(v)). T = —A ' o f o est continue car
c’est la composition des applications continues d’aprés la proposition (II.8). De plus, cette application est

compacte. En effet, d’aprés le théoréme de Rellich, ¢ est une application compacte, et f est continue donc

f o est une application compacte donc, comme —(A; 1) est linéaire, T' est une application compacte.

Théoréme 11.14

Le probléme (5) admet au moins une solution faible dans H} ().

Démonstration : On considére ensuite 'ensemble convexe borné C := {v € H}(Q2), vl 2 @) < M}

N i 4 PRV TC)

T alC? . On remarque que M est bien défini car on a supposé ||a||.oC? # 1 et C est non vide
car ||al|ooC? < 1.
On observe que C est fermé par caractérisation séquentielle de la méme maniére qu’a 'exemple précédent.

Montrons maintenant que T'(C) C C en considérant v € C. Par définition de 7', on a :

Yw € Hy(Q), A VT (v)-Vw —l—/ﬂaT(v)w = /Qf(v)w

En appliquant cette égalité pour w = T'(v), on obtient :

/VT VT (v /f /aT(v)Q.
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Donc HVT(@)H%Z(Q) < Ha||oo||T(v)||%2(Q) + ||fHoo\/WHT(v)||L2(Q), d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Puis, d’aprés l'inégalite de Poincare, (1 — [|al|ocC?)| VT (v)[172(q) < Cll oo VAR VT (V)] 1250

Donc T'(v) € C. Finalement, C est un convexe fermé borné de H{ (2) donc T(C) est relativement compact
et on peut conclure en appliquant le théoréme de Schauder : la formulation faible du probléme (5) admet

au moins une solution u € H(Q).

Cette résolution achéve nos lectures dirigées : nous avons ainsi pu élargir le cadre de résolution des
équations aux dérivées partielles elliptiques, bien que les nouvelles méthodes introduites ne permettent
pas de résoudre explicitement ces équations et qu’elles ne s’appliquent qu’a certaines conditions souvent

restrictives.
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