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Aprés Péquation des ondes, les équations des vagues énoncées par Euler au XVIII®*™® siécle font partie
des toutes premiéres équations faisant intervenir des dérivées partielles. Elles ont depuis largement été
utilisées en mécanique des fluides essentiellement, mais n’ont été analysées en mathématiques que bien
plus récemment, et restent complexes & utiliser en pratique.

L’objectif de ce stage est de présenter ces équations des vagues dans un cadre particulier précis, d’en
établir des modeéles asymptotiques plus simples lorsque certains parameétres sont petits et de justifier le
caractére bien posé de I'un de ces modéles. Ces systémes approximant les équations de vagues s’avérent

particuliérement utiles au dela de I’étude théorique mathématique associée, par exemple pour l'étude

océanographique des littoraux.

Dans ce rapport, nous commengons par introduire les hypothéses physiques que ’on considére et les
équations des vagues dans ce cadre. Ensuite, nous modifions ces équations en les adimensionnant, les re-
dressant puis les dérivant afin d’en obtenir des modéles asymptotiques, éventuellement & parameétres. Nous
justifions alors le caractére bien posé du systéme de Boussinesq qui est 'un de ces modéles obtenu. Enfin,
nous proposons une dérivation de ’équation de Korteweg-de Vries (KdV) a partir d’'un développement

BKW de ce systéme, ce qui sera utile pour le sujet de thése prolongeant ce stage.
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Notations :

— Pour f fonction de trois variables ¢, x et z, on note V, . f son gradient pris pour les deux variables
spatiales et A, . f := 02 f + 02f son laplacien spatial.

— Le produit scalaire canonique entre deux vecteurs a et b de méme taille est simplement noté a - b.

— D(R) désigne les fonctions de classe C*>° a support compact.

— On notera C(-) pour indiquer une constante qui ne dépend que des paramétres en argument.

— Pour s € N, H® désigne 'espace de Sobolev des fonctions de la variable réelle (on note H® pour
désigner H*(R)).

— La norme de Sobolev de f € H* est donnée par || f||gs := ||A®f]|12 oit A := (1 — d2)=.

— Pour f et g dans L?, on note (f | g) := /ng leur produit scalaire dans L2.

— La transformée de Fourier de f € L? est notée f : V€ € R, f(£) = L / e 18 f(x) da.

V2 Jr
— Pour (a,b) € R?, on notera a < b pour signifier qu’il existe une constante C' > 0 telle que a < Cb.

— 0 désigne la fonction identiquement nulle.

Les autres notations apparaissant dans ce rapport seront précisées au fur et & mesure du document.



I Etude des équations des vagues

I.1 Hypothéses physiques et équations des vagues

Commengons par introduire les hypothéses physiques que ’on considére pour ce travail et les équations
des vagues écrites sous ces hypothéses en se basant sur le livre de Lannes [7].

On considére ici un fluide en mouvement et soumis a la gravité dans un domaine du plan délimité par
le bas par un fond plat et par le haut par sa frontiére supérieure que ’on suppose libre. L’exemple le plus
parlant de cette situation est celui du domaine occupé par une coupe de 'océan avec un fond plat.

On fait les hypothéses physiques suivantes : le fluide est homogéne, non visqueux, incompressible et
irrotationnel. De plus, on suppose que la surface supérieure peut étre paramétrée par un graphe, qu’il n’y
a pas de tension & la surface, que la pression externe est constante et que le fluide est au repos a ’infini.
On admet ici que ces hypothéses conduisent & 1’équation d’Euler, résultat de mécanique des fluides que
Ion introduit dans la suite.

On note 2; le domaine du plan occupé a l'instant ¢, x la variable donnant la position horizontale d’une
particule de ce fluide & cet instant et z sa position verticale. U(t,x,2) € R? est la vitesse de la particule
ayant pour coordonnées (x, z) et P(t,z, z) la pression en ce lieu au temps ¢t. On suppose qu’il existe Hy > 0
et une fonction ¢ : Ry x R — R tels que pour tout temps t € Ry, Q; = {(x,z) €R?, —Hy<z< C(t,z)}.
L’accélération de la pesanteur est notée —gag oug>0et e2 est le vecteur unitaire de l'axe des z dirigé

vers le haut. On note p la densité du fluide supposée constante. La figure 1 résume la situation.

Hu_j

Hn' .

FIGURE 1 — Domaine occupé par le fluide & I'instant ¢



On admet qu’avec les hypothéses énoncées précédemment, U vérifie dans € :
U+ (U -V, ,)U = %P — ges (équation d’Euler), div(U) = 0 et rot(U) = 0.
De plus, toujours dans Q;, U - nfp = 0 sur {z = —Hp}, ou ng désigne le vecteur unitaire normal au fond
plat et 9;,¢ — /1 + (0,€)2U - ng =0 sur {z = ((t,x)}, ol ng est le vecteur unitaire normal a la surface et
dirigé vers le haut (voir figure 1), car on suppose qu’il n’y pas de traversée du fond et de la surface par
les particules du fluide étudié. Enfin, on fait '’hypothése qu’il existe une constante Py, > 0 (la pression
supérieure, de atmospheére) telle que P = Py, sur {z = ((¢,2)} et qu’il existe H,m > 0 telle que :

V(t,l‘) S R+ xR, Hy+ C(t,x) > Hoin.

Avec ces hypotheéses, I’équation d’Euler se raméne en fait a ’équation de Bernoulli en introduisant un
potentiel de la vitesse :

Proposition 1.1 (Potentiel vitesse)

Il existe @ : Ry x Q; — R tel que, dans €, on a :

1 -1
U=Vy:® 8. ®=0et 0@+ 5|V, B + g2 = 7(13 — Patm).-
De plus, 8, ® = 0 sur {z = —Hp} et 9, — /1 + (95()?0ps® =0 sur {z = ((¢,x)}.

Démonstration : En effet, en définissant ® par : U = V, P, ce qui est possible car le fluide est
supposé irrotationnel, et en réécrivant I’équation d’Euler sous la forme V, . (8t<1>—|— oV, P+ %P—&—gz) =0,
on en déduit en intégrant par rapport aux variables d’espace z et z (sur Q) que :
at(/Q Vo, ®) + %WW@P +gz = _71(13 — Paip), dotut :

¢
0@ + %|Vx,z‘1)|2 +gz= %I(P — Patm)-
Les autres propriétés sont immédiates puisque U = V, ,®, div(U) = 0 et en utilisant les définitions de
On, €t Ong avec les hypothéses sur les bords de €2;. O

Ainsi, en notant ¢ := <I>|Z:C, le potentiel ® est solution du systéme :

Ay P =0 dans €,
(1)

%:c = ; anFcb\z:_Ho =0.

C’est une équation de Laplace dont les conditions au bord sont de Dirichlet & la surface et de Neumann
au fond. On peut montrer avec les hypothéses faites ici que le probléme est bien posé : cela est fait en
détails dans le chapitre 2 de [7]. Pour trouver la vitesse U, il suffit donc de résoudre ce probléme mais il

nous faut au préalable connaitre ¢ et . Dans ce but, on introduit I'opérateur suivant :



Définition 1.2 (Opérateur de Dirichlet-Neumann)
On note G[C] : ¢ +— /1 + (3:,3§)23ns<1>|2:C lopérateur de Dirichlet-Neumann, ot ® est solution de (1).

Lemme 1.3
Pour ® solution de (1), on a les relations :

(6t(p)|z:< = at¢ - (8Z(I))|Z:Cat<7 (alq))|z:< = -Lw - (8Z¢)|Z:C8l< et (62(I))|z:( = 1 + (a C)Q

Démonstration : Par la régle de la chaine, on a 5‘t(<I>|Z:C) = (8t<1>)’Z:< + (aZ@)]ZZCatC, ce qui donne
la premiére identité puisque @’Z: ¢ = 1. La deuxiéme s’obtient exactement de la méme fagon en prenant
les dérivées partielles par rapport & x au lieu de t. Pour obtenir la derniére, on a besoin d’exprimer les
coordonnées du vecteur normal 72¢. Pour cela, on note ~v(s) = ( jgz;) la courbe paramétrée donnée par ¢
avec z(s) = ((z(s)) sur la surface et on dérive par rapport au paramétre s : z'(s) = x'(8)9,¢(x(s)).

En prenant s = 0 en particulier et en prenant x(0) = 1, on en déduit que le vecteur tg = ( ) est
—

tangent a la courbe 7 donnée par I’équation z = ((t, z). Par conséquent, ng étant orthogonal & %5, unitaire

1
et dirigé vers le haut, on obtient : n_s> = ( *%C)_ Ainsi,
1+ (02,07 \ 1

(0:9)|

— _ z=( —aw

T - T - () (49
= _azC(aqu) - (az®)|zzcaz<-) + (8Z(I))’z:<7

ou la derniére égalité s’obtient par la deuxiéme identité établie dans ce lemme.

Des lors, G[C]Y + 0.C0,¢ = (1 + (8z§)2)(8z<1>)|Z:< aprés avoir développé l'expression précédente, d’ou

G+ 0,0,
2=C 14 (az<)2 .

On peut maintenant vérifier que v et ¢ sont solutions d’un systéme d’équations indépendant de ®.

(0.9)| 0

Théoréme 1.4 (Equations des vagues)

Avec les notations précédentes, (¢,1) est solution du systéme d’équations scalaires :

9:¢ — GICJY =0,

(GICIY + 0:C0,0)
2(1+ (0:0)2)

O+ ¢+ 5(0r)? -

Démonstration : D’aprés la proposition 1.1, sur {z = ((¢t,2)}, on a 9:¢ — /1 + (0:0)?0s® =0
donc, par définitions de ¢ et G[(]®, on obtient directement 9, — G[(]yp = 0.
Pour la deuxiéme équation, on repart de I’équation vérifiée par ® obtenue dans cette méme proposition :

1 -1
0P + §|VQC7Z<I)|2 + gz = — (P — Pyatm) et on regarde sa restriction a {z = ((¢,x)}.
p



1
Comme P = Py, sur cette surface, on a alors : (8tq>)|z:c + §|VI,Z<1>|2’Z:C +gC =0.

On utilise ensuite le lemme [.3 pour obtenir :

1 1 .
0o = (0:9)|_ D¢+ 9¢ + (0. + 5(9.9)[2_ = 0 puis
2

z:C:O

O+ 9~ (0-2)|__ D¢+ 5(000)? — 0,0(0-2)|__0:C + (0B (2" + 5(0.9)

1
donc, en factorisant par ((‘L@)’zzc et 5(82@)@:(7 ona:

O+ 9C 3 (0:0)° — (0-0)| _(0C +0,60.) + 5 (0:2)_ (907 +1) = 0.

Or, on a vu que 9 = G[(]y et (5‘ZCI>)|ZZC = CW par le lemme 1.3 donc il reste :
Lo (GG + 0:00:0)° | (GI + 9mbdC)?
R X 215 0.0

2 (GEIY +0:¢0u1)”

211,05 -

1
Cela donne la seconde équation vérifiée par ¢ et ¥ : dpp + g¢ + 5(&51&)

1.2 Adimensionnement des équations

Aprés avoir établi les équations des vagues, nous allons dans cette sous-partie chercher & les écrire de
maniére adimensionnée dans 1’idée de pouvoir travailler avec des paramétres sans dimension et petits en
pratique. Pour cela, on commence par introduire les grandeurs physiques suivantes, caractéristiques du
fluide étudié :

— On rappelle que H( désigne la profondeur caractéristique du fluide considéré.

— On note L l'échelle caractéristique de propagation horizontale (que 1’on suppose uniforme par rap-

port a la profondeur).

— a désigne 'ordre d’amplitude de la surface.

On peut alors considérer les grandeurs adimensionnées suivantes :

a 2 ~ 3 2 . 2

— On note ¢ := i appelé parameétre de non-linéarité.
0
2

— On note p := L—g, appelé paramétre de faible profondeur.

Plus tard dans le travail, on fera les hypothéses physiques que u<<1 (hypothése de faible profondeur)
et que ¢ = O(p) (hypothése d’ondes longues). En particulier, on supposera toujours qu’il existe hg > 0 tel
que h:=14¢e( > hg sur R.

Afin d’adimensionner les équations des vagues, on définit les variables adimensionnées suivantes :

t
= %, ¢ = g, t = & P = o et 2/ = Hio’ avec les grandeurs constantes :
L /9
tg := et &g :=al,/—.
gHo Hy



Réécrivons 'opérateur de Dirichlet-Neumann de la définition 1.2 avec ces grandeurs sans dimension :

par définition, G[(]¢) := /1 + (8“5<)28"S(I)’z:§' Or, d’aprés le lemme 1.3, on a :

_ GEJ¥ +0:(0:0
= 14 (0:0)7

Gl = (1 + (9:0))(0.9)|_, — DGOt
De plus, 0,9 = (6’3(1))‘2*:C + (3Z¢>)’Z:C8,;C par ce méme lemme donc :

Jib = (1+(8:6°T(0:®)|,_. — (0:O2=®)_ " — 02(0:P)|,_-

Ainsi, G[(Jw = (0:9)] _, — 0:0(0-®)|,_ = @0 x ((2:0")] _, — 0:0(0.2)]._, ).

(0.9)| donc

1
Ensuite, on observe que 0,9 = Faz@' et z=( & Hyz' = ('a s 2 = e’ par définitions des grandeurs
0

z/(I)/
que l'on vient d’introduire. On obtient donc : G[¢]y = q>0<(8H ) o7 9:¢(0:9")| —<>’ avec :
0 z'=e(’ =
a 1 T / /
a:p((aa:q)/)’zzc = Za:v’cl X Z(aa:’q)/) 2'=e(’ = Fgaz’g (aw’(b ) /=gl
P
Par conséquent, G[¢]y) = —0(82@’ — Oy (e¢) 0 @) P
On peut donc noter G[¢]¢ = —g#[sg 9" ou G, ey . (£C7))? z/=e("
Ici, @’ est solution de la version adimensionnée du systéme (1) :
AGR®' =0si 2 € [-1,e(],
3)
,_ECI 1/)/ ) (p|z/:_1 = 0

ou 'opérateur Alz“z est défini par : A;’f‘zf := pd? f + 0% f, c’est pourquoi l'opérateur G, [e¢’] dépend de p.
On peut maintenant donner la formulation adimensionnée des équations des vagues, que I'on énonce

sans noter les primes pour en améliorer la lisibilité :

Proposition 1.5 (Equations des vagues adimensionnées)

Apres adimensionnement, (¢, 1)) est solution du systéme d’équations scalaires :

@c—%@ﬁdwzo

c (£, 610 + 0.(0)0,9)”
oy + ¢+ 5(317/})2 —ep-t 2(1 + e2u(9,0)2) =0.

Démonstration : Pour cette démonstration, on conserve les notations avec les primes pour indiquer
les grandeurs adimensionnées et sans pour les grandeurs qui ne le sont pas.

Commengons par montrer la premiére équation. On sait d’aprés le théoréme 1.4 que 9;¢ — G[¢]y) = 0 done,

P [ORYS
en passant aux grandeurs sans dimension, d;(a¢’) — Fzgﬂ[sg’]w = 0 puis 9y (" — ﬁgu[ ('’ = 0 par
Dot L L L? 1
oto ﬁf gty 1 qon

définition de ¢'. Il suffit alors de réécrire la fraction

= X
Hoa, m H2 Hoﬁl{ Hg



00 = .G, GIEC I =0

Pour obtenir la deuxiéme équation, on part de :
2
, (G + 8.¢0:0)
2(1 4 (02€)?)
déterminer) telle que ¢/ = a1p. En passant aux grandeurs adimensionnées, on obtient :
o 2
(%QH[EC/}@[}, + far’ca%am’i/}/) -0
2(1 + (02 ¢')?) '
Cela ressemble bien a l’expression cherchée. On multiplie alors ’équation par tga :

0 0 ’ a o 9
to (0 ,1//)2 —ep (q;io\/\;;gu[f‘?@/w + W\/\/%am, (54'/)8:6/1/}/)
2L2a " " 2(1 +52M(81'C’)2)

constantes qui apparaissent conviennent pour un « bien choisi.

= 0 donné par (2) et on suppose qu’il existe une constante « (&

0+ ¢ + 5 (0,)

(ax’wl)Q -

1 1
78/ ! !
v Ly

Ay’ + gatoal’ + = 0 puis on vérifie que les

Par identification avec le résultat souhaité, on voudrait que « vérifie les 4 identités suivantes :

to Dov/loaw 1 av/to

toa =1 = = —et =1
Jaox =5 o1, T Ho e p ¢ L2e /agn

En isolant o dans ces 4 équations, on obtient respectivement :

1 t() Hgs,u a2t0

a=——,a=—,a= ——5— et a=——F—.
gaty’ eLl?’ w2t Lie2y
. e . 1 [Hp | .
En utilisant les définitions de tg, €, u et ®g, on obtient @ = T\ a chaque fois.
a g

1 |H
Ainsi, on a ¢’ = i —01/1 et on a vérifié que la deuxiéme équation se réécrit bien sous la forme :
a g

/ r € "2 (lgu[EC’W’ + Oy (EC/)ax’¢/)2 —
0+ 5 Oy e e .

Dans toute la suite, on travaillera donc avec les équations des vagues adimensionnées (4) en omettant

les primes pour alléger I’écriture.

1.3 Redressement des équations

Le domaine €2; occupé par le fluide & I'instant ¢ n’étant pas trés pratique a utiliser, on va maintenant
chercher a se ramener & un domaine plus simple. On pourrait faire des redressements théoriques généraux
(comme dans le chapitre 2 de [7]) mais on se contente ici d’'un redressement par un difféomorphisme
particulier donnant une surface plate pour se ramener au domaine S décrit par la figure 2.

Pour faire ce redressement, on considére, & un temps fixé, les deux domaines € et S et le difféomorphisme
Y : 8 — Q deéfini par : X(z,2) := (z,z + eC(1 + 2)) ou on rappelle que ¢ dépend de = (puisque ¢

définit la surface du fluide). On repart de I'équation (1) vérifiée par le potentiel ® mais dans sa version



FIGURE 2 — Domaine redressé occupé par le fluide

adimensionnée :

A, P =0 dans (2,
(3)

O __ . =v¢; 0,0 __ =0.

z=¢e(
On suppose que 9,® € L?(Q) et on note ¢ := ® o X, ce qui donne : ¢(¢,x,z) = @(t,x, z+e(t,x)(z+ 1))

Proposition 1.6

Le potentiel redressé ¢ vérifie :

V%z ' P(E)Vg7z =0,

()
O._g =13 Onpd|,__, =0
\ (b, B 1+¢e¢ —\/gs(z + 12&;( ,
ou Vi = ( 0. > et P(X) := _ V(s 4 1) 1+ pe (124—_;1() (0:()

Démonstration : Commencons par exprimer les dérivées partielles de ¢ en fonction de celles de @ :

0:0 =0 PoX+ (24 1)£0,(0,P0o X, 0,0 = (1+e()0,PoX et 04 = Po X+ (24 1)e0;(0,P o X.

0,
N ﬁ%azqs
1

(e

On cherche ensuite a déterminer AL @ en calculant la divergence du gradient précédent.

En particulier, on en déduit que V§ ,® o3 =

Pour ne pas alourdir les notations, on introduit des fonctions f et F telles que f = F o X..

On adonc Vi - F = \/ud, F + 0, F.

Vi - F = /10y fr — \//I(Z—f_'l_);amcasz + ﬁ@zfz d’aprés ce qui précéde
1
v./;,z B = 1+ EC (\/ﬁarfz + \/ﬁam(€<fm) - \/ﬁaz((z + 1)5az<fr) + 6zfz>~

10



En effet,
VIOs o 4 /102 (eC f2) = /102 ((2 4+ 1)€02C fo) + 0 f =
IOz fo + \[1205CTe + /1C0x fo — \/1205CTz — (2 + 1)€0:CD. fr + 0. f-.

- o 1 O 1+¢C 0 -
A1n81,onpeutecr1re.V5’2~F1+€C(\/gz >'<<—\/ﬁ(z+1)£8m§1><£)>'

z+1 58’1'§
\/ﬁaqu - \/ﬁ(l_’_)cazd)
Ensuite, on reprend 'expression de Vi ® o3 = 1 € que l'on peut réécrire
——)
14+ ¢eC ¢
—VEG+DsC o '
sous la forme V£ @ o3 = L thee VEOs9 Vit .
’ 0 e 9.

Finalement, en remplagant les composantes de f par ces expressions, on obtient :

0=AL 0¥ =V -Vi ®oX donc

0o L (VB LeC 0 (1=t o) (Vioeo |
1+e¢\ 0. —Vil(z +1)e9,¢1 )\ 0 e 0:¢

En multipliant cette identité par 1 + ¢ et en calculant le produit des deux matrices carrées, il vient :

0= (ﬂ8x> . ( 1+&¢ —vu(z + 1)581;() (\/ﬁaﬂﬁ)
9. — V(2 +1)e0, ¢ Luli20:02 9.6 ~

Ainsi, V4 - P(X)VE ¢ = 0 avec les notations introduites dans 1’énoncé de la proposition.

Les conditions aux bords s’obtiennent de maniére immédiate car ¥ transforme {z = 0} en {z = e} et ne
modifie pas {z = —1}. On obtient donc bien (5). O
On est ainsi parvenus a redresser I’équation de Laplace vérifiée par le potentiel ®. Cela sera utile pour

dériver les équations des ondes et en obtenir des modéles asymptotiques.

II Construction de modéles asymptotiques

II.1 Utilisation de la vitesse moyenne horizontale

Dans cette sous-partie, on introduit la vitesse moyenne horizontale, déterminée & partir de la moyennisa-
tion verticale de cette vitesse, et on détermine les deux premiers termes de son développement asymptotique
lorsque g — 0. On retravaille temporairement avec le potentiel ® non redressé pour commencer puis on

utilisera le potentiel ¢ redressé ensuite.

11



Définition II.1
Soient ® le potentiel vitesse adimensionné (solution de (3)) et h:= 1+ &( (tel que h > hy > 0).

— 1
La vitesse moyenne horizontale est définie par V := 7 / 0:P(-,z)dz
—1

On peut aussi exprimer V en fonction du potentiel redressé ¢ : en utilisant le redressement fait dans

la sous-partie précédente et le changement de variables (z,z) = X(a’, 2’), on obtient :

1 /0 (z4+1)ed(
V== /8@02(14—8{ /8@021+5C) h/_l(axqﬁ—wang)(l—i—a@)dzpar

lexpression de 0, P o ¥ établie dans la démonstration de la proposition 1.6.

Cette vitesse moyenne horizontale peut étre reliée & 'opérateur de Dirichlet-Neumann adimensionné
par la proposition suivante :

Proposition 11.2
Pour ®, v et ¢ suffisamment réguliéres, on a G, [eC]y) = —pd, (hV).

Démonstration : Pour alléger les notations, on note dorénavant Gy := G,[eC]y. Soit ¢ € D(R).
Calculons /Q Al @y de deux fagons différentes (o 2 := € a un temps ¢ fixé).
D’une part, ® étant solution de (3), on a AL & =0 donc /Q Ab Pp = 0.
D’autre part, la formule de Green donne : /QAg)ZCIMp = — /Q Vi@V o+ /69 ©0, ® avec le dernier

terme égal a / 00, ® = / ©Ons® + / @Op,» ® par définition de Q.
{z=eC} {z=-1}

o0
Or, d’aprés (3), O, F<I>| = 0 donc le second terme est nul et on a vu dans la sous-partie sur I’adimension-
nement des équations des vagues que Gy := /1 + ((’995(50)28“5(1){2:6C donc / PO ® = / wG.
{z=e¢} {z=e¢}

Il reste donc :

/ %091/1 = / vg,zq) : vg,ch
{z=eC}

Comme ¢ ne dépend que de z (pas de z), cela se réécrit en fait :

+o00 ¢
/ Gy = /\/,Eal.d)\/ﬁ@wtp / / 0, P00 = ,u/ acga(x)/ 0z (x,2) dzdx donc
{z=e(} Q =—o0 Jz=—1 —00 -1

400
/ ©G1p = ,u/ Op0-hV = —,u/ ©0,(hV) + 0 par intégration par parties (car ¢ est a support
{z=¢e(}

— 00 — 00
compact).

+oo
Alinsi, pour tout ¢ € D(R), on a / Gy = fu/ 00, (hV), dott Gip = —pd, (hV). O
z=e(}

{z= —o0
Avec cette définition et cette proposition vérifiées par la vitesse moyenne horizontale V', on pourra

déterminer un développement asymptotique de V a partir de celui du potentiel redressé ¢.
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Dans la suite de cette sous-partie, on énonce les résultats avec un développement asymptotique a ’ordre
n € N quelconque (méme si on n’aura besoin que du développement & l'ordre 1 par la suite). Aussi, on
donne les estimations des restes associés a ces développements asymptotiques mais celles-ci n’étant pas
I'objet essentiel de ce travail, on ne les démontre pas : on pourra en trouver une justification dans la

sous-partie 3.6.1. de [7].
Soit ¢ solution de (5). On cherche & approximer cette solution par ¢app(x,2) = Z 7 oi(z, 2) :
§=0

Lemme I1.3

Pourn € N, il existe des fonctions ¢y, - - - , ¢, telles que chaque ¢; (fonction de z et de z) est polynomiale

n
de degré 2j en z et telles que ¢app 1= Z ,uj(bj est solution du probléme :
§=0

vg,z ! P(E)vg,z(bapp = :u’n+1Rp47 ( )
6

n+1

¢3PP‘Z:0 = '(/) ; a”F(baPP’z:fl =M Tu-

De plus, on a I'estimée ||[A°R,| 12 + ||rul| s < M||0p10|| gre+2n+1, ot M est une constante qui ne dépend
que de ¢, s € N et les fonctions ( et ¢ sont supposées suffisamment réguliéres.
2
z
En particulier, on a ¢g = 1 et ¢p1 = —hg(i + z) 2.

Démonstration : Commengons par observer que I'on peut réécrire I'opérateur V4 - P(¥)V4 _ sous
1
la forme V& - P(X)Vh = E(‘)f + pA(0z, 0,) ou A(0,,d,) est I'opérateur défini par, pour une fonction f

(jouant le role d'un ¢;) :

(az0)2
h

A0y, 0.)f = 0y (hOuf) + az( azf) — 0,(8,00.f) — 0.(0,00, f) avec oz, 2) == eC(x)(z + 1).

En effet, on a :

1 ] — 1 T z
Vi - PX)VE f = Vi, (Vi + Qo] \/ﬁ(f—’_ 2)5“8 2(8 / donc
T,z T,z az _\/ﬁ(z_;'_l)gamgazf_i_%azf
1 2 1)2(0,¢)?
VL PS)VE LS = (142000 (411000 1) 0 (10,0 ) 3 02 0. (T g ).
Il suffit donc de vérifier que :

52(’2 + 1)2(8IC)28zf>

14+¢¢
2
Ceci est bien le cas car le membre de droite est égal & 0, (h, f)— 04 (0,00, f)—0. (0,00, f)+0, ( (8th) 6zf)

A0, 0)F = 0, (14 £0)0n f — £(2 + 1)02C0. f) — 02 ((2 + 1)0.C0, f) + az(

par définition de o(z, z) := e((x)(z + 1).

Ensuite, on a vu dans la démonstration de la proposition 1.6 que 9,¢ = (1+¢¢)0.P o % (avec les notations
1

de cette proposition) donc, ici, 9, f| _ |, = E(azf)|z:71.
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n
Injectons maintenant ¢,pp 1= Z 7 ¢; dans le probléme (5) réécrit en fonction de A, ce qui donne :
j=0

VL POD)VE = 702 bapp + 1A, 0-)dapy
= L0200+ 020+ TR0 e A0, D)0 + A0, D)0+
On regroupe selon les puissances de p pour obtenir :
Vi . P(E)VE . bapp = %83% - Z w (%63@ + A0z, 02)bj-1) + 1" A0z, 0:) .
On veut que cette expression soitj 2111 O(p™) donc il suffit que les ¢, vérifient :
&2¢o =0 et : Vj € [1,n], %63@- = —A(0y,0:)¢j-1.
De plus, on sait par (5) que ¢‘Z:0 =1 et anF¢‘Z:71 = 0 donc, pour que ¢,pp approche ¢, il faut aussi

=0.

z=—1 "

avoir ¢0|Z:0 =1;Vj€[l,n], ¢j|z:0 =0et Vj € [0,n], 0.0,

Montrons alors que ¢p = ¥ et ¢; = h/o /Z A(0y,0;)¢j—1d2" dz’ pour tout j > 1 : on sait que 82¢y = 0
2 J-1

donc ¢ est de la forme ¢y = a, + 28, et les conditions ¢0’z:0 =1 et 8,2(;50‘2:71 = 0 donnent que oy = ¥

et B, = 0 nécessairement, d’ou ¢g = 1.

Pour obtenir la relation de récurrence, on intégre deux fois I'identité %83@ = —A(@I,az)@,l ajeN*

z

, =0, on a d’abord 9.¢; = / —hA(8,,0.)¢;-1 dz" puis, comme ¢, |

-1

fixé : comme 8.¢;| ,=0,0ona

Z=— z=

z 2 0 2
ensuite ¢; = fh/ / A(0y,0,)pj-1d2" d2', dou ¢; = h/ / A(0y,0;)pj—1d2" d72'.
0o J-1 2 Jo1
0,2
Cette expression permet en particulier de calculer ¢, = h / / A0y, 0, ) dz" d2'.
z —1
Pour cela, on utilise la définition de A(d,,d.) en sachant que 1) ne dépend pas de z. Il reste donc :
0 2
b = h/ / 02(h0p1h) +0—0— 0. (e(z + 1)0,(d,v) d2” d2’ o I'intégrande ne dépend en fait pas de z :
z —1
0 p2’ 0 22
01 = h(edooT+ hob — zoccorm) [ [ 1dzar —wede [ (v ndr = -n2 (5 4 )0k,
z -1 z
A partir de la relation donnant chaque ¢; en fonction de ¢;_1, on peut vérifier par récurrence que les ¢;

sont polynomiales de degré 2j en z.

%

1
Finalement, il suffit de prendre R, := WV‘;Z - P(X)VE  bapp = A(Oy, 03)n, C'est-a-dire

R, = A(0;,0,)¢n et r, = 0 pour obtenir (6) et conclure.

L’estimée peut également s’obtenir par récurrence (voir la sous-partie 3.6.1. de [7]). g

On peut en particulier remarquer que ¢y ne dépend pas de z et que ¢; dépend de z de fagon quadratique.

-1
Dans la suite, on considére Popérateur T[h]V := E&E(h?’BIV), toujours avec h:=1+4¢e( > ho >0 (h

dépend donc de la variable ). A partir du développement asymptotique de ¢ que 1’on vient d’obtenir, on
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peut en déduire celui de V' (en particulier les expressions de ses deux premiers termes) :

Proposition I1.4 (Développement asymptotique de la vitesse moyenne horizontale)

Pour n € N, ( et ¢ suffisamment réguliéres, il existe des fonctions Vp,--- , V,, telles que :
n
— — — — — -1
V= Z/HVJ- + O(u™) avec Vo = 0,00 et Vi = =T [h]02 (c’est-a-dire Vi= S—h@w(hgﬁxﬁxw))
=0
Plus précisément, pour chaque j € [1,n], on a les estimations : ||V}| gs < M| 09| gs+2s et estimée

du reste ||V — Z,ujijHs < p" M ||9p1)|| prases2n ot M et M sont des constantes qui ne dépendent
=0

que de C.

Démonstration : D’aprés la remarque indiquée aprés la définition de la vitesse moyenne horizontale,

= 1 0 (z + 1)ed.C o .
onaV = 7 /_1 (896925 — Wazqs)u +¢&¢)dz. De plus, h := 1+ ¢ donc :

— 1 /° 1 /0
V=1 K (00— (220, +20,00.0) dz = 1 [ (00— (20,0 -+ <0,0)0.0) d:

Cette derniére expression permet alors de définir

Vapp Zuﬂv ou Vj _/ Dppj — za h+£0,¢)0, ¢, dz.

_ _ 1
En faisant la différence, on obtient V — V,p,, = / O u — E(zazh +€0,0)0,udz ol U := @ — Papp.
-1

En particulier, cela donne que V — Vapp = O(u™) et cette écriture est la premiére étape pour 'obtention
de Pestimée souhaitée que 'on admet ici (voir la proposition 3.37. de [7] pour les étapes suivantes).
On se contente pour ce travail du calcul des deux premiers termes du développement asymptotique de V'
qui peuvent étre déterminés & partir des expressions ¢g = ¥ et ¢; = fhz( + z) 821/1
Pour le premier, on a :
_ 0 1
Vo = / Oph — E(zaxh +€0,¢)0.1 dz avec ¥ ne dépendant pas de z donc
T
Vo= [ owdi=o..

-1

Pour le deuxiéme terme, l'expression de ¢; permet d’obtenir

:/_018( h2(2+z)82w)—f(z6h+680 ( h2( +Z)321/J)

=

0
Vi= / (—2hed,CO*1p — h2831/))( +2) + %2(2 +1)e0,¢(z + 1)0%¢ dz
A B 2 203 0 2 h? 2 2

Vi = (—2he0,CO% — h*0) /_1 (5 + z) dz + ﬁsﬁmﬁaxw/_l(z +1)“dz.

0 2 3 2.0 _
(%+z)dz:[2—+i] :—1et

Il reste a calculer les intégrales (réelles) / 5 ) 3
—1

0 1 1 -
/ (z+1)2dz:/ 22dz = -.
-1 0 3

2
Ainsi, V] = ghaaxgaiw - %h?@;ju) + %hsamgaiqp = hedp (O + %ax(aiw) = %@(h%ﬁ@b) (il suffit de
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calculer la dérivée apparaissant dans ce dernier terme pour le voir).

On a donc obtenu les expressions explicites souhaitées de Vj et Vj. (Il
Avec ce développement asymptotique de V/, il est possible d’en déduire directement les premiers termes

de celui de I'opérateur G1) apparaissant dans les équations des vagues puisque Gt = —ud, (hV) d’aprés la

proposition 11.2. Ainsi, G = —ud, (hVp) — 20, (hV1) + O(p?)) = —pdy (h0p1p) + 120, (KT [h]0xtp) + O(13)

avec les notations précédentes.

II.2 Dérivation a faible profondeur : vers un premier modéle asymptotique

Maintenant qu’on a obtenu les premiers termes du développement asymptotique de G lorsque p — 0,
on va pouvoir déterminer un premier modéle asymptotique des équations des vagues a faible profondeur
et avec I’hypothése supplémentaire ¢ = O(u) dite d’ondes longues. Cette détermination de ce modéle est
couramment appelée dérivation du systéme original. Pour réaliser cette dérivation, on repart du systéme
(adimensionné) :

1
atC - 7g'(/J = 07
7

(290 +0,(c09,0)"
21+ 20,07

Oup + C + 5 (04)? — e

et on suppose que ( et ¥ sont suffisamment réguliéres.

Partons de la premiére équation de (4) : ;¢ — igdz = 0 donc, d’aprés la proposition 11.2, ;¢ +0,(hV) = 0.
Avant de regarder la deuxiéme équation, remarquons que V = 0,1 + %Ggw +O0(1?).

En effet, d’aprés la proposition 11.4, on a V = 9,9+ Bﬂham(h?’aﬁw) avec 0, (h30%¢) = 3h?€0,CD2) +h3d31).
Or, on suppose que ¢ = O(p) donc h:=1+¢e( =1+ O(p) et 9, (h30%¢) = 821 + O(u1), ce qui donne bien
V = 0, + L0k + O?).

On dérive maintenant la deuxiéme équation de (4) par rapport a x, ce qui donne (avec le lemme de Schwarz,

valide puisque les fonctions sont supposées assez réguliéres) :
(290 + aw<e<>aw)2) .
2(1 + e2p(9:€)?)
On injecte alors 'expression précédemment établie 9,9 = V + %331/} + O(u?) pour obtenir :

8taww + 6$C + %690 ((8mw)2) - 890 <€M

O — B2 + 0.C + 20,0020 + 0(?) = 0
OV — %agatv +0,¢ +e(VO, V) + 0(u2) = 0

(id — gag)atv + 0,C + VO,V = O(2).
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Ainsi, le systéme de Boussinesq classique ("classical Boussinesq") :
9 + 9. (hV) =0,
(id — £02)0V +0:¢ + V0,V = 0.
approxime les équations des vagues (4) a lordre 2 en p.

Plus précisément, on dit que les équations des vagues sont consistantes d’ordre O(u?) avec ce systéme (7) :
si (¢, %) est solution de (4) sur [0, T)] alors (¢, V) vérifie
O1C + 0. (hV) =0,
(id — gag)atv 4 0,¢ + VO,V = 1i2R.
ou R est une fonction réguliére bornée.
Une introduction historique de ce systéme (7) de Boussinesq est présentée dans [1].

On a ainsi établi un premier modéle asymptotique (7) des équations des vagues.

II.3 Ajout de parameétres

Dans cette sous-partie, on va construire d’autres modéles asymptotiques des équations des vagues (4) en
ajoutant des paramétres jusqu’a obtenir un systéme dit de Boussinesg-abed (& 4 paramétres). De nouveau,
on suppose que € = O(p) et que les fonctions considérées (¢ et V) sont suffisamment réguliéres.

On commence par considérer un seul paramétre o € R* auquel on associe le systéme :

3¢ + 9. (hV) = 0,

«

(1d — 2202 (07 + ©—20,0) + ~0.C + VOV =0,

@
Montrons que les équations des vagues sont consistantes d’ordre O(u?) avec ce systéme (8).

La premiére équation s’obtient exactement comme on a fait pour obtenir (7) (aussi en O(u?)). De plus, il
existe un reste R borné tel que (id — gai)atv + 0, + VO,V = p®R d’aprés ce méme systéme obtenu
dans la sous-partie précédente. On peut alors écrire 8,V = —9,¢ + uR ot R := %67@?4— gag@tv—HAR.
Pour a € R*, montrons que (id - %aﬁ) (at7+ QT_lamﬁ) + é@zg +eV0,V = O(i?) sachant que, d’aprés
(7), OV + 0, + VO,V = %agatv O3 .

_ . _ -1 _ _
Pour cela, il suffit d’observer que ?“aﬁatv = %aﬁatv + O‘Tuaﬁatv avec 0V = —39,( + O(u) donc

«

TH o7 THX o7 RO 9 -1, =
L0V = =020V 3ax( . atv).

Ainsi, on a obtenu la deuxiéme équation de (8), ce qui donne un modéle asymptotique & un parameétre des
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équations des vagues.

Maintenant, on va rajouter d’autres paramétres. Pour cela, on va changer 'inconnue donnant la vitesse :

© 1s N 2 .. . e [1:9 2 . [1,5 2\

on considére deux parameétres (6, d) € R ainsi que la nouvelle variable Vp 5 := (id— ?896 id— ?836 \%
ou on suppose que u est suffisamment petit pour que cette variable soit bien définie. En partant du systéme
(8) que l'on vient d’établir, on va montrer que Vp s est solution (toujours & un terme en O(u?) prés) du

systéme suivant & 3 parameétres :
(id — iaz)atg + 0. (h(id - ‘ieai)ve,a) - %5895 (07 (hVa,5) = hd3 Vi 5) =
(ia - Maﬁ(a%ﬁ%a )+ laLiéa ¢+ eV 5D Vos = 0.
Plus précisément, montrons que les équations des vagues sont consistantes d’ordre O(u?) avec (9).
Commengcons par établir la deuxiéme équation. Par définition de Vp 5, on a :
(id — &982>Vb75 = (id — %582)7 donc, d’aprés le lemme de Schwarz,
(1 - ’Lea?)atvg 5= (id— “532)@
On applique maintenant (id — 3682) a la deuxiéme équation de (8) :

82)(d KO 07 + ©L0,0) + (10— 2002) Louc +<(id - B2 (V, V) =

1- 1 o
i )(d—?eag)a%ﬁ(id “582)( Lo+ M . a>8§(+38$§)—s—a(id—%éaﬁ)(V@mV):

3
)82)@% + (id — Ma%a ¢+ O0?) + Vo,V = O(y?) done

3
1—|—9 (5

1d'u

d+a—-1
a+0
Or, Vo,V = (Vo6 + O(1)0:(Vo s + O( ) = ‘/‘97535,3‘/975 + O(u) et € = O(u) par hypotheése, ce qui donne :

(id -

(id—

(id — ,u a + %) =—02) 0 Va5 + O(p) + (id — %85) (id — M@ﬁ)@{ + VO,V +0(u?) =0 car e = O(u)
(

(id - )62) (0:Vas +

(id - wai) (O:Va,s + ot 6 5 ¢) + :Li;éaz( +eVy,50: Va5 = O(1?).
Passons a ’obtention de la premiére équation.

On part de 9, + 9,(hV) = 0 et on applique (id — %685) pour obtenir :

(id— 2252)0¢ + (1d — 2020, (V) =

Afin d’avoir la premiére équation de (9), il suffit donc de montrer que :

(id — 702)3 (WV) = 9, (h(id — %52)%’5) - ‘Léam (92(hVa,5) — hO2Vp5) + O(p?).

Le membre de gauche vaut (id — /? 92)0,(hV) = 9,(hV) — %ﬁ?ﬁ(h?) et celui de droite est égal a :

“ﬁam (92(hV) —hdZV) +O(p?)

0 (i~ 12 02) Vi 5) — 220, (02 (Vo 5) — hi2Vig) = 0. (h(id — 22 02) ) - 2

puisque Vy s = V + O(u) par définition de Vp 5. En développant puis en factorisant par %, on se rameéne
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& montrer que §2(hV) = 8,(hd2V) + 8, (82(hV) — hd2V), ce qui s’obtient facilement en écrivant que

02(hV) = hO2V + 0%(hV) — hO2V.

Ainsi bi '—H—éz ‘f'ujz 7!“’75 2 192 _ 2
insi, on a bien (1d 3 3x)8t(+3x (h(ld 3 890)\/975) 3 Oy (8x(hV.975) h@ngy(;) = O(pu*), le troisiéme

terme de cette équation étant un terme compensatoire du deuxiéme.

On peut encore aller plus loin dans la construction d’un modéle asymptotique des équations des vagues
en ajoutant un quatriéme parameétre. Avant cela, on peut s’apercevoir que le systéme (9) peut encore étre
simplifié car des termes sont encore en O(u?) : c’est le cas du terme compensatoire précédent car on a
02(hVp.5) — hO2Vp.5s = 02hVy 5 + 20,h0. Ve 5 + hd2V55 — ho2V55 d’aprés la formule de Leibniz.

Par conséquent, 82(hVp 5) — h02Vy s = 02hVp 5 + 20,h0,Vy 5.
Par définition de h := 1+, on a d,h = €9, = O(u) donc %ﬂa&c ([ﬁ(th,(;) — haﬁwé) =0(u?).

En développant ensuite la deuxiéme équation de (9), on obtient I'approximation suivante (toujours en

O(p?)) :

(+0—1)

(id _ Maﬁ)aﬁv&,g o, b 0+ Va0,V s = 0.

—pA
On introduit alors un quatriéme parameétre A € R en ajoutant % (aiatg -3 ‘/b’g) a la premiére équation :

(0" )00 1 0, (h1j )~ D

En effet, d’aprés (7), ;¢ = —0,(hV) + O(u?) = =8,V + O(u) donc 920,¢ — 82Vp s = O(u) par différence,

Vo5 = O(u?).

A
donc le terme ajouté est en fait négligeable & I'ordre 2 : % (858& — 5;1/975) = 0(1?).

Cela donne ainsi le systéme :

0+ A 0+ A
a~ PO N o204 0, (wvig) — 0 Ny s —
wato—1)

. a+6
<1d — %65)815‘/9,5 + 8a:< - 3

pour lequel les équations des vagues (4) sont consistantes d’ordre O(u?).

85@“ +eVps0: Vo5 =0.

Pour simplifier I’écriture de ce systéme, on peut renommer les parameétres introduits en :

0+ - A+0 l—a—9§ -~ a+46
- , b= 3 , €= 3 et d = 3

~ |
On peut remarquer que ces paramétres vérifient la contrainte a + b+ ¢+ d = 3"
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Avec ces notations, on obtient alors le systéme de Boussinesg-abced :

(id — ubd2)0,¢ + 8, (hVy5) + pad Ve s = 0,
(10)

(id — pudd?) 9,V s + 0,C + ucd¢ + Ve 50, Vs = 0.

On a ainsi construit un modéle asymptotique (10) & quatre paramétres pour lequel les équations des vagues

sont consistantes a d’ordre O(u?).

III Caractére bien posé du systéme de Boussinesq

Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’au systéme (7) de Boussinesq classique qui approxime les équa-
tions des vagues & 'ordre 2 en p comme on l’a vu dans la deuxiéme partie. On cherche ici & étudier ce
systéme hyperbolique quasi-linéaire de maniére théorique en justifiant I'existence d’une unique solution
locale, comme Pa fait Israwi dans [5] pour les équations de Green-Naghdi, ressemblant a celles qu’on

considére ici. Une approche différente des équations de Boussinesq est proposée dans [2].

III.1 Changement de variables et résultats préliminaires

Rappelons le systéme de Boussinesq considéré ici. Pour alléger les notations, on notera dorénavant u

au lieu de V' la vitesse moyenne horizontale.

0¢¢ + €0Cu + hdyu = 0,
(7)
(id - gai)atu 4+ 0:¢ 4+ eud,u = 0.

On commence par effectuer un changement de variable préalable afin de rendre ce systéme symétrique :

Proposition III.1

On suppose qu'il existe (¢, u) avec 1 + e > hg > 0 solution réguliére du systéme de Boussinesq (7).

Pour ( := g(\/1+5C* 1), G:=wueth:= 1+E(~, U= (Q) vérifie S0,U + A(U)9,U = (8) ot

2 U
1 0 - _ 5
= : Bop ) et A(T) = (€& P ui est une matrice symétrique).
(Old—Saw) ) (hsﬂ (q ymétrique)
Démonstration : Déja, ce changement de variable est bien défini puisque h :=1+e( > hg > 0

par hypothése. Ensuite, en notant 0 pour indiquer une dérivée partielle (en z ou t), on a formellement

S SN
ag_mdocag_\/ﬁag.

£M2 _ 72 _ Lok _ 5 o
Or,f:zg(\/lJrsCfl)doncC:(1+2§) 1h2€1eta<2hahZhZa<hag.

3
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En injectant cette expression dans (7), on obtient le systéme :
howC + ehdyCai + h20,5 = 0,

(id — £02) 0yt + ho + <, = 0.

En divisant par h (qui est non nul pour ¢ assez petit) dans la premiére équation, on peut alors mettre le

1 0 b o b
systéme obtenu sous la forme <O id — N82> (gt§> + (QU h ) (gﬁ%) = (8), d’ou le résultat. O
37" x

LU h et

Pour pouvoir considérer ce systéme obtenu aprés changement de variables, il faut vérifier que pour
s € N* fixé, on a les propriétés suivantes :

Lemme III1.2
Pour M > 0, si ||C|| g+ + ||@]| s+ < M alors il existe C > 0 tel que ||C|| gre+|ul| zre < C < (|IC||ms + @l z2+),

Pour M > 0, si ||C||gs+|ullzs < M alors il existe C > 0 tel que ||C||zs + ||@]|zs < C x (||C]] e+l z+).

Démonstration : Comme @ := u, il suffit de vérifier qu'on a ||¢|| = < Cx |||l z+ et [|C]| e < OX|C]| s -

. N ) (1+50*-1 - e
Pour obtenir la premiére inégalité, on remarque en développant que ( = ——=——— =( (1 + ZC ) donc,
€

1
d’aprés I'inégalité pour le produit pour la norme H* (valide puisque s > 3 ici), on a :

~ €~ ~ € €. ~ - .
¢l = [I¢(1+ ZC)HH& S Olchas 1+ JCllm: < € x (1+ EHCHHQ |Cll = < C[[¢]la= (en renommant la

constante, sachant que ||| g+ < M).

La seconde s’obtient de maniére plus élémentaire car pour tout z > —1, |[v/1+z — 1| < |z (en effet,

VvV +1<z+1 pour tout > 0, et on observe que vz +1 <1 -z < 1+2 < (1-2)? & 3z <22, ce qui

est vrai pour z € [—1,0]) donc 1] = ;m— 1] < 2€—€|C| puisque ¢ > —1 par hypothése. Ainsi, on a

directement V'inégalité ||C[| s < 2[|C|| 2 O
Dans la suite, on va montrer que ce systéme admet une unique solution et on reviendra au systéme

initial en fin de partie. Jusqu’a ce moment-la, on omettra les tildes et on raisonnera directement a partir

de $8,U + A(U)9,U = (8)

Pour obtenir I'existence locale d’une solution a ce systéme avec une donnée initiale Uy choisie suffisam-
ment réguliére, on va commencer par chercher & déterminer un espace fonctionnel adapté.

Pour en avoir l'intuition, on regarde le linéarisé du systéme autour de (0,0) :
8tC + 80511 = O,

(id — £02)9pu+ 0, = 0.
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On multiplie la premiére équation par ¢ et la seconde par u :
CO( + COpu =0,

(id — %83)8tuu + ud.¢ = 0.

puis on intégre chaque équation sur R :

g0 [ &)+ [cou=o.
()1 ot s

Or, par intégration par partie (dans I'espace de Sobolev H? = L?), on a :

/Ruazg: —/}Razug.

En sommant les deux équations obtenues, on obtient donc :

b )3 [) -4 [t

Enfin, en intégrant également par parties dans le dernier terme, on en déduit que

1d 2 2 I 2

5 35 S22 + llull3 + Ell0.ull3 ) = 0.

Pour avoir un résultat similaire avec les dérivées d’ordres supérieurs, on peut par exemple dériver les deux
équations du systéme linéarisé par rapport & x puis les multiplier respectivement par 0,( et J,u avant

1d
d’intégrer. Pour les dérivées d’ordre 1, cela donne 5&(||3$C||2L2 + ||0pul3 2 + %H@iuHQLQ) =0.

d
En itérant, on obtient : a(HCH%I + [lull % + %H@_TUH%,) = 0 pour tout s € N.

Méme s’il n’y a a priori aucune raison que cette quantité reste conservée pour le systéme non linéarisé,
cette analyse donne l'intuition de la norme a considérer pour obtenir ensuite des inégalités d’énergie
cruciales pour la justification de ’existence locale. En particulier, on observe que u doit avoir un ordre de

régularité supérieur a celui de ¢. On considére donc dans la suite ’espace fonctionnel suivant :

Définition III.3
Soit s € N.

On définit I'espace fonctionnel Y° := {U = (Cu) € HS x H™ ||Cllms + |ull s + %H@quHs < —l—oo}

et on le munit de la norme U3 = 1|(¢, u)l3 := <1y + Jully + 5110l

Cet espace (Y*, ||-|[y+) est un espace de Hilbert (car (H?, ||-||z) l'est).

Plus généralement,par sa définition, la norme ||-||ys a un comportement similaire a celui de la norme ||| .
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On termine ces résultats préliminaires par un dernier qui donne une autre expression de cette norme
1 0
[Illyv= grace a la forme particuliére de Popérateur matriciel S := (0 id — Maz) :
3 x

Lemme II1.4
Soient s € N et £5(U)? := (A*U | SA*U) défini pour tout U € Y*.

Pour U € Y?, on a l'identité £5(U) = ||U||ys.

Démonstration : L’établissement de cette identité permet de justifier la bonne définition de £%(U)
puisque |U]|y est bien définie pour tout U = (¢,u) € Y. A partir de la définition de S, calculons alors
ES(U)? = (A5C |1 x AS¢C) + <A3u ‘ (id — g@i)[\su> = [|A%C||32 + || ASulF2 — % (A*u | 92(A%u)) donc, par
une intégration par parties, par définition de la norme ||-|| = et en utilisant le fait que d,, et A®* commutent,

: s I » N os
on obtient £5(U)? = ||¢||% + |lull%. + ng}‘muH%, dou £5(U)? = ||U|%.. O

II1.2 Cas linéaire et inégalités d’énergie

Avec ces résultats préliminaires, nous pouvons maintenant passer a 'obtention d’une inégalité d’énergie
et a 'existence d’une solution dans une version linéaire du probléme obtenu a partir de (7) aprés changement
de variable.

Pour obtenir cette version linéaire, on ne considére plus les termes d’ordres de dérivées inférieurs comme
des inconnus mais comme des données fixées (cela rend bien le probléme linéaire ici). Cette résolution
particuliére sera ensuite utile pour obtenir 'existence locale d’une solution au probléme non linéarisé,
comme on le verra dans la sous-partie suivante.

Théoréme IIL.5
Soient s € [2,+oo[, T > 0 et Y5 :=C°([0, T]; Y*¥).

SiU = (¢, u) € Y7 est tel que QU € Y;_l alors il existe une unique solution U € Y au probléme

(11)
U\t:O = U,.

At

De plus, il existe Ay > 0 tel que U vérifie 'inégalité d’énergie : ¥Vt € [0,T], E5(U(t)) < e =2 E°(Up).

Démonstration : On admet pour le moment l’existence et 1'unicité de la solution U : on justi-
fie d’abord l'inégalité d’énergie. Pour l'obtenir, on procéde comme dans [5] en calculant, pour A € R,

eMO (e MES(U)?) = —eXE3(U)? + 9, (E5(U)?), avec :
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0u(E3(U)?) = (0,(A*U) | SA*U) + (AU | 9(SA*U)) = 2 (A*C | A*0,C) + 2<A5u

(id — %ag)Asa@ (en
supposant que 0y et (id — gag) commutent, ce qui est le cas lorsque ceux-ci sont appliqués a des fonctions
réguliéres comme la solution considérée ici).

Ainsi, %ed‘t@t (e*EAtES(U)Z) = _Tg)\ES(U)QJr (A°C | A°OC) + <A8u ‘ (id — gﬁﬁ)Asatu>, ce qui s’écrit aussi

%ee’\t&g (e7=Mes(U)?) = _T‘Mgsw)? + (AU | A*SO,U) = _TEA(‘:S(U)2 — (AU | A*A(U)D,U) d’apres
I’équation vérifiée par U.
On va maintenant chercher a majorer le dernier terme aprés avoir remarqué que A°*A(U)0, U = A(U)A°0,U :
on écrit (AU | ASA(U)0,U) = A1 + Az + Az + Ay o, pour h:= 1+ &(,
Ay = e (A5C | A*(u0,(Q)), Ag := (A°C | hA®O,u), Az := (A%u | hA®0,() et Ay := e (A®u | ul®O u).
On va estimer chacun de ces termes a partir d’estimées produits.
Commengons par exprimer A; en utilisant la formule de Leibniz :
W) = [ ey (1) [ orcomorie
R 1 R
La proposition A.5. prise avec s = 0 dans 'annexe de [4] permet alors d’obtenir :
[(AC | A (udx0))] < Cllullz+)€°(U)?, d'ou [Ar] < eC(||ull )€ (V).
Pour As et As, on calcule directement leur somme :
Ax-t A = (0°C | BN 0uu) + (A% | BA0LC) = [ B(A%COL(A*) + A0 (A°) = [ 10,(A%CA*) done
A+ Az = — /R 0zhA°CA°u = — (O, hA°u | A°C) par une intégration par parties.
Par conséquent, en raisonnant comme pour A;, on obtient une estimée de la forme :
Az + As| < eC(|Allm-)E% (V).
Enfin, pour estimer A4, on a similairement :
| Aa] = [e (A*u | uA*Opu)| < eC(||hl|ae)E°(U)*.
Finalement, en sommant ces majorations, on obtient :

(AU | A AU)0,U) < eC(|lullm=, ||l m+)€°(U)? done

e MO (e7ME(U)?) < —eX&*(U)? + eC(||ull i+, [|h] - )E*(U)?. En factorisant, cela donne :

ey (e=ME(U)?) < e(C(Jlul

I

aes [l ) — N)EX(U)2.

Pour A = Ar > 0 assez grand (qui dépend de T), le membre de droite est négatif donc
Oy (e—s/\Ttgs(U)2) <0.

Enfin, en intégrant a partir de 0, on obtient £5(U(t))? < e5*&%(Uy)? pour tout t € [0, T).
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exTt

Alinsi, on a l'inégalité d’énergie voulue : E5(U(t)) < e 2 E°(Up).

Passons maintenant & la justification de I'existence d’une solution dans ce cadre linéaire. Il est possible
pour cela de se ramener a une équation différentielle comme c’est fait dans [3] mais cela nécessite au
préalable d’avoir mis le systéme sous forme résolue, donc d’inverser I'opérateur matriciel S ici, ce qui n’est
pas trés agréable ni pratique a utiliser ensuite. On préfére donc effectuer une régularisation parabolique.

Celle-ci consiste a introduire un paramétre v €]0, 1] et & étudier le systéme suivant d’inconnue U” :

S8UY + AU),UY = vd2U”,
(12)

U|,_, = Vo

En particulier, pour v = 0, on reconnait le systéme (11) que I'on cherche a résoudre. La stratégie est donc
de montrer que le systéme (12) admet une unique solution U" pour chaque v €]0, 1] puis de faire tendre v
vers 0. Toutefois, pour que ce probléme soit bien posé, on verra qu’on a besoin d’avoir plus de régularité,
notamment en ce qui concerne la matrice A(U). On suppose alors que Uy € H*® et A € C°([0,T); H*®) et
on verra comment s’affranchir de ces hypothéses de régularité dans un second temps.

Proposition II1.6

Soit v €]0, 1]. 1l existe T,, > 0 tel que le systéme (12) admet une unique solution U” sur [0,T,].

Démonstration : Pour montrer ce résultat (a v €]0, 1] fixé), on commence par regarder le systéme
simplifié

SOUY = vaRUY,
UV‘t:O = Uo.

On peut résoudre ce probléme en appliquant la transformée de Fourier (légitime car on cherche une solution
dans Y*® donc en particulier dans L?) : il admet une unique solution que I’on note W (¢)Uy & I'instant t.

Cet opérateur W ainsi défini vérifie les propriétés suivantes : W et 9, commutent et pour tout F' € L?, on

NP
A0 W (O F 12 = [W OO Fll1e = | =€ F©)llsz <

1
Vvt

Ainsi, en sommant ces estimées, on obtient ||[W (¢)F ||y

1
ﬁHFHL? d’aprés la formule de Plancherel

donc (|0, W (t)F|lyo < |l F]lv,- De plus, [[W(#&)F|lyo < ||F|lyo-

1
5(1+ﬁ)

ment (de la méme maniére) que, pour tout s € N, [|[W(t)F|ly.r1 S (1+

[IE|lyo. On en déduit plus générale-
1
ﬁ) [E -

Revenons maintenant a I’étude du systéme (12) : d’aprés la formule de Duhamel, toute solution U” vérifie
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UY (L) = W(E)Up — /0 Wt — D) (A@)DUY)(r) dr pour tout £ € R.,.

Soient T, > 0 et s € [2, 400 fixés.

L’équation intégrale vérifiée par U” ameéne a considérer I'application :

O:UeC(0,T,];Y*) —> ((x,t) € Rx[0,T,] W(t)UO—/Ot W (t—7)(AU)8,U)(r) dr) e ([0, T,]; Y*).
Mountrons que cette application est contractante (et bien définie par la méme occasion) : considérons
U, V €C%0,T,];Y?*). Par définition de ® et I'inégalité triangulaire, pour tout t € [0,7}], on a :

(@) — (V)¢ )]

t
ys < / Wt —7)(AU)0. (U — V))(7)|lys dr donc il existe C' > 0 tel que
0

ys—1d7 d’aprés la propriété

@)~ o)t )l < [ Cx (14 =) 1AW - Vo)

vérifiée par W énoncée ci-dessus. Ensuite, 'inégalité du produit des normes (on a bien s — 1 € N*) donne :

ys—1 (T) dr.

t
1
OU) —2(V))(t,- sé/Cx 14+ —— |1 AWU)]| L= yeo-1y |0 (U =V
I@@) = Wl < [ € (14— Y AW ori10:0 = V)
De plus, comme la norme Y* est définie & partir de normes H?, on en déduit que :

(@) = sy < [ 0x (1 JA@) = oty IU = V]

ys(7)dr.

1
Vvt — T)>
Or / t _ dr = 2\/? donc on obtient finalement une inégalité de la forme
|(@U) = D))t )lye <O x (t+ 2\/3) Al = o.1, v+ 1) IU = V][ .+ done

T, N
ye <20 (Tu + \/j) IA@) o< 0,115 =) U = VI o 0,1, )57+), d'ott -

T,
|(U) — (V)| (o,1,];v+) < 2C % (Tu +1/ 7) IAWU) N Lo 0,717 IU = V|| oo (j0,7,3;75) -

[(@(U) = (V))(t, )]

T 1

Ainsi, pour T, assez petit (tel que C'x (T,, +24/ —V) X |A@) | (o, 1,157+) < 5 par exemple), on obtient
v

que P est contractante (et bien définie d’aprés cette inégalité appliquée avec V nulle).

Par conséquent, C°([0, T, ]; Y*) étant un espace de Banach, le théoréme de point fixe donne I'existence d'un

unique U tel que ®(U") = U sur [0,T,] et ce point fixe U” est clairement solution du probléme (12). O

Plus précisément, il existe un 7' > 0 uniforme (indépendant de v) tel que pour tout v, le résultat précé-
dent est vrai sur [0, T']. Pour le voir, on peut par exemple procéder comme dans la démonstration habituelle

du théoréme de Cauchy-Lipschitz global, en considérant la norme définie par sup e~ *||U(t,-)]
t€[0,T]

yvs et en

utilisant les mémes manipulations.

Pour conclure la démonstration du théoréme II1.5, il faut pouvoir justifier qu’on peut faire tendre v
vers 0, c’est-a-dire que (U, ) converge lorsque v — 0. Pour cela, on a au préalable besoin d’une inégalité

d’énergie similaire & celle obtenue en début de cette démonstration mais adaptée au systéme (12) et avec
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une majoration indépendante de v :

Lemme IIL.7
Soit s € N. Pour t € [0,T], il existe Cr > 0 tel que pour tout v €]0,1[, £5(U"(t)) < Cr&E(Uy).

Démonstration : Pour obtenir cette inégalité d’énergie, on s’inspire de la démonstration effectuée
pour obtenir celle du théoréme II1.5. On considére donc un réel A > 0 et on calcule
eMoy (e MEX (U™ (1))?) = —AES(U¥(t))* + 0, (£5(U"(1))?) avec, d’aprés équation vérifiée par U” :
O (E5(UV(1))?) = 2(AU” | A*SO,U”) = =2 (AU | A*A(U,UY) + 2 (A*U" ‘ vASO2U").
On peut majorer le premier terme exactement comme on ’a fait lors de 'obtention de la premiére inégalité
d’énergie (quand on avait fait apparaitre la somme de quatre termes A, Ao, As et Ay), ce qui donne une
majoration de la forme :
[=2(A°U” [ A°A(U)0:U")| < eC(||Ul|m=)E%(UY)2.
On s’intéresse alors au second terme : (A*U" | vASO2U") = v (AU ’ AsO2UY).
Montrons que (AU” | A*92U") < £%(U")%. Pour cela, on calcule la différence
ES(UY)? = (A*UY | A*02UY) = (A*UY | SA*UY — A*02Uv).
En utilisant la définition de S := <(1) id _Ogai) et les notations UY := (gz ), on obtient :

ES(UV)2 o <A5Uu | AS@%UV> —_ <ASCV ’ As(u 7Asagcu> + <Asuu

Asu? — %agAsu” - agASuV> donc
E3(UY)? = (AU | ASQ2U") = ||ASCY |22 + |0:A%CY |12 + [|A*u” |2, + (% +1)[|8;A%u” |72 > 0 aprés avoir
intégré par parties. Ainsi, |(ASU” | vA*02UY)| < vE*(U"(t))2.

En sommant les deux majorations obtenues, on en déduit que :

[0 (e e (U (1)) < (C(IU =) +v = NE(UY (1))

Or, v €]0,1] donc [e M8, (e ME5(U¥(1))?)] < (eC(||U|lm=) + 1 — N)E(U” (1))

Aussi, on suppose ici que € est petit (par ’hypothése physique considérée) donc il existe A > 0 assez grand
tel que eC(||U||mg<) +1 — A < 0 et ce X assez grand est bien indépendant de v. Ainsi, pour un tel A, on a
O (e ME(U"(t))?) < 0. En intégrant entre 0 et ¢ € [0,77], cela donne :

AT

ES(UY (1)) < eME(Up)? < eMTE3(Uy)? car t € [0,T] donc O := e convient. O

Dans cette démonstration, on a implicitement utilisé le fait que ¢¥ est au moins dans H*t! et méme
que A(U) € C°([0,T); H*®) et Uy € H*. On verra en fin de démonstration qu’on peut effectivement se

ramener a ce cadre.
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Avant cela, on va finir de montrer qu’on peut faire tendre v vers 0 dans la régularisation parabolique.
Pour cela, on développe les arguments esquissés dans [4]. Par la proposition précédente I11.6 étudiant la

régularisation parabolique, on sait que pour tout v €]0,1[, il existe U” solution de

So,UY + A(U)o,U" = vd2U",
(12)
U|,_, = Vo
De plus, pour s € [2,4o00[, d’aprés le lemme I11.7, on a I'inégalité d’énergie :
E(U¥(t)) < Ey := Cr&*(Up) pour tous v €]0,1[ et ¢t € [0,T]. Par conséquent, pour v €]0,1[, on a
S0, U || s = |vO2UY — A(U)0UY || s < ||vO2UY || s + ||A(U)0,U" || = donc il existe C > 0 telle que
1S0.U | = < |U | gs+2 + C|AU) || = ||U” || gs+1 par inégalité du produit des normes.

Ainsi, |S0.U" ||g= < (1 + C|AWQ) | a)|U” | gs+2 < (1 + C||AU) || g+ )CrET2(Up) < Dsi2 ol la constante

Dgyo:=(1+ C||A(U)|| g+ )Ess+2 ne dépend que de T, s + 2, A(U) et Up.

Cette majoration va servir a appliquer le théoréme d’Ascoli. On note A := {U", v €]0,1[} et on considére
lespace X°® := {f € H®, || fllgs < Es}. Vérifions les hypothéses de ce théoréme : A C C°([0,T], X*)
avec [0,T] compact et X*® complet car H* I’est. De plus, 'inégalité précédente donne que (U"),¢jo,1] est
D, o-lipschitzienne donc A est équicontinue. Il reste a vérifier que {U"(t,-), v €]0,1[} est relativement

compact pour tout ¢ € [0,T]. Cela s’obtient en munissant X*° de la distance d définie par, pour f et g dans

. N1 (| f-9)
X2, d(f,9) -_2271+|(xk\f*9>‘

k=0
observant que (X?,d) est compact pour la topologie faible.

, ot () est une suite dense de espace {f € X* || f|lgs < 1}, et en

Ainsi, d’aprés le théoréme d’Ascoli, A est relativement compact dans (CY([0,T]; X*), dw) : il existe une
suite extraite (1);en €]0, 1[N et U € C°([0,T7]; X*) telles que v, e 0et U e U dans C°([0, T]; X3)
ot on utilise la notation en indice -y pour préciser qu'il s’agit de la topologie faible (et on notera -r pour
la topologie forte). Comme U" L U,ona ||[U"|ys < liiTmOOHU”l |ly= < 400 donc U € L*>([0,T]; HE) :
(U")en est bornée dans C°([0,T; X§.).

De plus, on a vu que ||SO;U"||zrs < D442 donc pour tous £ < t € [0,7], on a :

|S(U (t,) — U(t,))||gs < Dsyalt —t|. En faisant tendre [ vers 400, on obtient :

IS(Ut,) — U(t,-)||gs < Dsia|t — t| donc, en particulier, U € C°([0,T]; H®).

Comme |||+ < [|]|ys, on en déduit que U € C°([0,T],Y*).

Il reste alors a vérifier que U est bien solution de (11). Considérons x € D(R) et un réel R > 0 tel
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que le support de x soit inclus dans [—R, R]. Pour tout [ € N, xU" € H*([-R, R]), ou on rappelle que
s € [2,+oc[. Or, d’aprés le théoréme de Rellich, I'injection H*([—R, R]) — H*~!([-R, R]) est compacte
donc, & une extraction supplémentaire prés (que l'on ne note pas pour simplifier écriture), on a :
Ix(U" = U)|| gs—1 o 0. On veut que cela soit valable pour toute fonction x € D(R) : pour passer
—+o0
de [-R, R] a tout R, on peut effectuer une extraction diagonale. Par conséquent, quitte a extraire de
nouveau, on obtient : Vx € D(R), |x(U"* —U)| gs-1 T 0. On en déduit donc les convergences suivantes :
— 400

v H572 2 v H573

XA(t, )0, U "— xA(t,-)0,U et xv,02U" — 0.
=400 l—~4o0

Ainsi, pour x € D(R) fixée, ’équation du probléme (12) donne que (xS9;U""); est de Cauchy dans
C°([0,T); Hi?) donc converge vers une fonction V;, € C°([0,7]; H*~3) (on peut avoir s — 3 < 0 ici : dans
ce cas, on voit 'espace H*~3 & partir de la définition issue des distributions) .
De plus, xyU" B xU donc xU € C°([0,T]; H*~3). Comme on sait que H*3 est un espace de Banach

—+o00
d d
et &(XSU”’) l:; V., on en déduit que &(XSU”Z) =V,.
Finalement, pour tout x € D(R), on a x(S0;U + A9, U) =0, d’ot S;U + A0,U = 0 : U est bien solution
de (11) et on a U € CO([0,T); H®) car A € C°([0,T); H*). En passant aussi a la limite dans l'inégalité

d’énergie uniforme en v, on observe que cette solution vérifie : V¢ € [0,T], £5(U(t)) < Cr&*(Uy).

Pour achever rigoureusement la démonstration, il reste a vérifier qu’on peut retirer les hypothéses de
régularité supplémentaires considérées lors de la régularisation parabolique (les hypothéses que Uy € H™
et A(U) € C°([0,T); H*)). Par une régularisation en espace, justifions alors qu'on peut se ramener a ce
cadre. On suppose donc dorénavant qu’on a seulement A := A(U) € C°([0,T]; H®) et Uy € H® pour un
s € 2,400 fixé.

Pour effectuer cette régularisation en espace, on considére x € D(R,R.) telle que x est constante égale

D
a 1 au voisinage de 0 et 'opérateur Ty := id et T, := X(*) si n € N*, défini avec les notations des
n

multiplicateurs de Fourier (cela signifie que 7/}3(5) = x(%)f(f) pour f € L?(R) et £ € R). On définit
alors les suites (UJ)nen et (A™)nen par : Vn € N, UJ :=T, Uy et A” =T, A(t, ) (pour un temps ¢ fixé).
En particulier, on a U}’ € S(R) pour tout n € N et les propriétés suivantes :

Eemme I11.8

s 1
Soit s € [2,4o00[. Pour Uy € H*, on a Uj L, n|| Uy —Usllgs—r —> O0et —||U||gs+r —> 0.
n——4oo n—-+4oo n n—+o00
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. . L. H®
Démonstration : Commengons par vérifier que U§ —+> Up : pour n € N*, on observe que
n——+0oo

10 = Vally. = [ 1+ € (1= x()) ot ac.

2 .
Or, (l—x(%)) < 1 qui ne dépend pas de n, (1+£2)5Uy(€)? € LY (R) puisque Uy € H® et l—X(é) — 0

n’ n—4+oco

(car x(0) =1 et x est continue) donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

2,
[aser(i-x) tueras — o dou |5 - Vallae -0

n—-+oo
Ensuite, pour n € N*, calculons

_ (&)
U il = [ 0467 (1= x()) Tate) e = /”W

Comme Y est constante au voisinage de 0, I'inégalité des accroissements finis donne :

2

1- X(é)) sl 2
2( n 2\s717 2 2 |§| 2\s717 2 2 2\s717 2 :
YTt e (14£7)°Ua(€)7| < 1+£2||X/||L°°%z(1 +&)00(6)” < XMz (X +&7)°To(§)” qui est
intégrable et indépendant de n. De plus, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne :

2
1-x(5))
2( " 2\s77 2
-—(1 U, <

On peut donc également appliquer le théoréme de convergence dominée :

(14 €2)*Up(£)* d¢.

2 4 A
"2 Bl 22 — o

4n4 n—+oo

n2||U(? - UO||%{S_1 n—>—+>oo 0, d’on TLHU(? — UO”HS—l n~>—+>oo 0.

1 1 N
Enfin, pour tout n € N*, EHUSLH%,SH = / ﬁ(l +&H(1+ fz)sx(%)QUo(f)2 de¢.
R
Or, x est a support compact donc il existe M > 0 tel que V|z| > M, x(x) = 0 donc on peut réécrire cette
M 1 1 2 1 2\s (f
ey

. 1 " 2 A
intégrale EHUO 12051 :/ )" Un(€)? d¢.

—Mn n

Regardons alors l'intégrande. Pour tout £ € [-Mn, Mn], on a :

o 1 o ~
§)2U0(£)2’ < S (1+M22)(1462)°Uy” < (14+M2)(14+€2)°U, " qui est indépendant de
n n

§

n

S+ x(
~ 1+ (€ — 0

1 i A 1
U HEPN ) Tol©?| | o s S

n et intégrable (car Uy € H*). Aussi,

. . . 1
donc, par convergence dominée, on obtient bien que —||U{ || gs+1 = 0. O
n n—-+0o0

Maintenant, a partir des suites (A™) et (Ug), on considére la suite (U™) définie pour chaque n € N par

le systéme

So.um™ 4+ Ao, U™ =0,
U,y = Ug"

Chaque U™ est bien défini d’aprés le résultat obtenu par régularisation parabolique (puisque, par construc-
tion, chaque A™ € C°([0,T]; H*®) et chaque U} € H®°). Montrons que la suite (U™) converge. L’espace

de Sobolev H*® étant complet, il suffit de vérifier qu’elle est de Cauchy. Soit (m,n) € NZ2. Calculons
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%(58((]" - Um)2) - % (ASU™ —U™) | SAS(U™ — U™)) = 2 (SA*Q,(U™ — U™) | A*(U™ — U™)).

Or, U™ et U™ vérifient SO, U™ + A"0, U™ = 0 et SO,U™ + A"0,U™ = 0 donc, par différence de ces
égalités, SO, (U™ —U™) + A"9, U™ — A0, U™ = 0. Pour faire apparaitre des différences, on réécrit cela
SO (U™ —U™) — A", (U™ — U"™) + (A™ — A™)9,U™ = 0. Par conséquent,

%(SS(U"—Um)Q) = 2 (ASA™, (U™ — U™) | AS(U™ — U™))+2 (AS(A™ — A9, U™ | A*(U™ — U™)). On
raisonne alors comme en début de sous-partie (lorsqu’on a établi I'inégalité d’énergie pour le systéme (11)).

D’une part, on a :

[(A2A"9, (U™ — U™) | A*(U™ = U™))| < G| A |U™ = U™ || 1

U™ —U"||gs, ou C; > 0, donc
[(ASA" 0, (U™ = U™) | A*(U™ = U™))| < Co[| A || = E5(U™ = U™).

D’autre part, [(A*(A™ — A™)0, U™ | A*(U™ — U™))| < Ca||A™ — A™|| 1o |0 U™ ||

U™ —U™| g pour un
Cy > 0 (avec ||0,U™||gs < +oo car U™ € H™).

En sommant ces inégalités, on obtient :
d
S (W —Um?) <Ol A £ U = U™ 4+ Col|A™ = A 1w | 0,U™ [T = U™ -

On réécrit le dernier terme en utilisant l'inégalité arithmético-géométrique et le fait qu’il existe une

constante C' > 0 telle que ||[U™ — U™||gs < CES(U™ —U™) :
aIUm 2 . +025s ur —ym 2
||axUm||HSHUn_UmHHS < H HH 5 ( ) )

O d s n m ~ n m n s n m m n m
Ainsi, = (£3(U" = U™)?) < CUIA™ e + [ A™ = A" )€ (U™ = U™)? + Col| A™ — A" 1w 0,0 .

ott C' := max(Cy,C3). Cette inégalité ainsi écrite permet d’utiliser le lemme de Gronwall. Cela donne :

EUT — U™ L E(UP — Uén)ZeC’ JEHIA™ () s+ (A™ =A™ (7,) | oo d7

t ~ ot n m n
+/ € LA™ () L+ 1A =AM ) oe T A — AR | |05 U7 |20 ds.
0

Puisque les termes apparaissant dans les intégrales sont bornés lorsque m,n — 400 (car (A™) converge),

0:U™%. € LY, E5(UF —U)?  —  0Oet [[A™ — A" L e 0, cette inégalité permet d’obtenir

m,n—-+4o00

(U™ —U™) —» 0. Ainsi, par le lemme 1114, |[U™ — U™|

m,n——+400

ys — 0 donc la suite (U") est de
m,n—+00
Cauchy dans Y® qui est complet (car H® 1’est) donc elle converge vers un Uyo € H®.

On passe alors a la limite (n — 400) dans
SoU™ + A9, U™ = 0,

url,_, = Ug-
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Par constructions des suites (A™) et (U™), cela donne :
SatUsol + A(Q)amUsol = 0,

Usol‘tzo = Up.

Ainsi, cette limite Uy, convient : on a obtenu une unique solution au probléme linéarisé autour de U. 0O

II1.3 Fin de la justification de ’existence locale

On peut maintenant revenir au probléme non linéaire du départ (toujours considéré aprés le changement
de variable du début de la partie) :
So.U + A(U)d,U =0,
U | 1o = Uo.
Nous allons montrer que ce probléme admet une unique solution localement en établissant le théoréme
suivant qui est le principal résultat de ce début de stage :

Théoréme II1.9
Soient s € [2,+oo] et € €]0,1]. Si hg > 0 et Uy = (o, uo) € Y sont tels que 14y > hg sur R alors il

existe Ty > 0 tel que le probléme non linéaire ci-dessus admet une unique solution U € C°([0,T]); Y®)
ho Ty . .
avec 1 +eC > > > 0 sur R et T := — indépendant de €.
€

De plus, il existe une constante C' > 0 (indépendante de €) telle que sup E°(U(t)) < CE*(Uy).
te[0,T7]

Démonstration : Comme le fait Israwi dans [5] pour I’équation de Green-Naghdi, on se raméne au

cas linéaire étudié précédemment en considérant une suite (U") telle que, pour tout n € N, on a :
So,UH + A(U™) 0, U™ =0,

urtt ’t:O = Up.

Soit n € N. D’aprés le cas linéaire, on sait qu’il existe Ty > 0 et une unique solution U™+ € C°([0, T]; Y*)
lorsque U™ € C°([0,T); Y?®) et 1+&C, = ho > 0. On cherche donc & vérifier par récurrence que c’est bien le

cas. L’initialisation étant claire d’aprés 'hypotheése, il suffit de vérifier I’hérédité : pour n € N, on suppose
R
que l'on a U™ € C([0,T);Y*) et 1+ &C, = ho > 0. Soit R > 0 tel que £5(U°) < 7

5>\T0t 5>\T0t

D’aprés le théoréme 111.5, on sait que pour tout t € [0,T], E5(U™T1(t)) <e =z E5(Up) <e = 4.

2In(2
En particulier, il existe T' > 0 assez petit (inférieur a n( )) tel que sup £°(U"L(t)) < R.
eAr, te[0,T]

32



Par le lemme I11.4, on en déduit que S[lé}?r]”Un+1(t)”ys < R. Or, d’aprés I’équation, on a :

telo,
O™ + eu0,¢™ + "0, u™t! = 0 donc
[8:h" Lo = e[| B¢ || Lo < e(||h" Pt || Lo + ]| 0nCH 0™ Lo0 ).
L’injection de Sobolev puis 'inégalité pour le produit des normes donnent alors :
10:h" oo < eC x (W™ Bpu™ | g + el|0x¢™H ) < eC” x ([IR™ | [ [ 2 + [|A" |2 [ )

<eCx (I 120 + Ilam 2 + A2 + [ 2,,) < eR puisque U™+ < R.
Ensuite, on écrit que A" (¢,-) = h" 1|, _ + /t ph™ L,
0
D’une part, on sait que h*t! | +—o = ho par hypothese et, d’autre part,
’ /75 ath”H’ < eT||0:h™ | L < eT'R donc, pour €T > 0 assez petit, h"*1(t,-) > %.
0

Ainsi, iﬂf prtl > %, ce qui est bien le résultat voulu. On peut donc utiliser le résultat du théoréme I11.5 :
la suite (U™) est bien définie et vérifie 'inégalité d’énergie £°(U™(t)) < eyé's(Uo) pour tous n € N
et t € [0,7] (quitte & réduire €T > 0 de sorte que ce temps T ne dépend pas de n ni de ¢ et p). Cette

inégalité d’énergie étant similaire a celle utilisée pour le cas linéaire de la sous-partie précédente (avec une

majoration indépendante de n), on peut raisonner comme dans ce cas. On obtient ainsi l'existence d’une

A1y To

T

solution sur un intervalle [0, 7] et Iestimée voulue avec C' := e~ 2 (la nature de la borne en 2% est due
€

a cette inégalité d’énergie).

Montrons maintenant I'unicité de cette solution : soient U; et Us deux solutions du probléme

So,U + A(U)o,U =0,
U|t:0 = Uo.
En particulier, S0,U; + A(U1)0, U1 = 0 et S0,Us + A(U3)0, Uy = 0.
La différence V' := Uy — Us est donc solution de SO,V + A(U;1)0,U; — A(Uz)0, Uz = 0.
Or, par définition de la proposition I11.1, on a A(U) := (5# s}}u) avec h := 1+ &(¢ donc A est linéaire par
rapport & U := (¢, ). En ajoutant et soustrayant A(U;)0.Us, on en déduit alors que :
SOV + A(U1)0,(Ur — Us) + A(Ur — U3)0,Uz =0
SO,V + A(U1)0:(V) + A(V)9,Us = 0.

Montrons que V est nécessairement nul. Pour cela, on multiplie I’équation précédente par V et on intégre :

1
fi(/sv.v) +/A(U1)8IV~V+/A(V)@wU2~V:0.

En intégrant par parties, cela donne :
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th /SVV /8AU1VV /A )0, Uz -V

Par Pl'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit qu'il existe C' := C(||U1] z-,

d
&(50(1/)2) <OV < CE (V)2

|Us||g=) > 0 telle que

Ainsi, comme on I’a déja vu plusieurs fois, le lemme de Gronwall donne que £%(V') = 0 puisque V| i—0 =0,

d’ou V = 0 et I'unicité de la solution : U; = Us. O

II1.4 Retour sur le probléme avant changement de variables

Maintenant qu’on a établi lexistence et 'unicité d’une solution a la version modifiée du probléme (7)
par le changement de variable de la proposition III.1, justifions que ce probléme (7) avant changement
de variable admet aussi une unique solution. On reprend alors les notations avec des tildes (5 , ) de la
proposition III.1 pour désigner les inconnues modifiées aprés changement de variable. On rappelle que
5 = ?(m — 1) et @ := u. L’idée de ce changement de variable qui a permis d’obtenir un systéme
symeétrique est présentée par Sideris dans [9].

Théoréme II1.10
Soient s € [2,+o0] et € €]0,1]. Si hg > 0 et Uy = (¢o,u0) € Y?® sont tels que 1 + (o > ho sur

R alors il existe Ty > 0 tel que le probléme (7) admet une unique solution U € C°([0,T]);Y?) avec
ho To . .
1+e( > 5 > 0 sur R et T := — indépendant de €.
€

De plus, il existe une constante C > 0 (indépendante de €) telle que sup E°(U(t)) < CE*(Uy).
te[0,T]

Démonstration : D’aprés le théoreme I111.9, il existe une unique solution U := ((N , @) au probléme

S8,U + A(U)d,U = 0,

1 €=
L’écriture du changement de variable inverse ( = —((1 + 5{ )? = 1) et u =1 et le lemme I11.2 permettent
£

alors d’obtenir directement l’existence et 1'unicité de la solution U := ((,u) sur [0,7] au probléme

0¢¢ + €0Cu + hdyu = 0,
(M
(id — £02)9hu + 0,C + cudu = 0.

L’inégalité d’énergie s’obtient également directement & partir du théoréme I11.9, de I’écriture du change-

ment de variables et du lemme I11.2. O
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Par des arguments trés similaires & ceux utilisés tout au long de cette partie, on peut également obtenir
le résultat de stabilité suivant :

Proposition II1.11
Soit (¢, u) solution du probléme (7).

Si (¢, uy) est solution de ce systéme avec second membre
825(7“ + 8a:(hrur) = /-1/2707

(id — %aﬁ)atur + 0,6 + curOyuy = i’ R.
ott hy == 1+¢eC, R:= (r,R) € L=([0,T); H*(R)?) et si I'erreur E := ({,u) — ({,ur) est telle que

E|,_, =0 alors on a I £ Lo (jo,17:m5-1) S MH}~‘Z||LOO([0’T];HS)).

Démonstration : Pour obtenir ce résultat, on fait la différence des équations vérifiées par ({,u) et
(¢, uy) puis on utilise & nouveau une inégalité d’énergie adaptée et le lemme de Gronwall. On ne détaille
pas 'obtention du résultat qui ressemble fortement & celui de la proposition 6.3. de [7]. O

Ainsi, on a justifié que le systéme de Boussinesq approximant les équations des vagues est bien posé :

on peut donc bien sy ramener lorsque 1’on souhaite étudier ces équations avec une erreur en O(u?).

IV Dérivation de KdV par un développement BKW du systéme

de Boussinesq

Dans cette derniére partie, nous allons dériver un modéle asymptotique scalaire & partir du systéme
de Boussinesq (7) étudié dans la partie précédente pour obtenir 'équation de Korteweg-de Vries (KdV)
en faisant 'hypothése supplémentaire que € = p (toujours supposé petit). On s’inspire partiellement de ce
que fait Lannes dans le chapitre 7 de [7] pour un systéme qui ressemble & celui de Boussinesq.

Effectuons un développement BKW du systéme (7) (écrit pour &€ = p) :
0iC + Oru + poy (C’LL) =0,

(id — gag)atu + 0,C + pudyu = 0.

On considére ici un ansatz de la forme :
<app (ta .13) = f(.]f - t’ ,Ut) + ,ug(l) (ta €T, ,Ut)a

uapp(t“T) = flz —t,ut) + /J'U(l)(tvx’/ﬂf)‘
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ou f est une fonction suffisamment réguliére.

Il faudra vérifier aprés les calculs que cet ansatz est bien préparé.

Pour alléger I’écriture, on se permet de ne pas noter les variables (qui seront donc implicites) dans la

suite. Pour £ := x — t et 7 := ut, calculons les expressions intervenant dans (7) pour cet ansatz :
OhCapp + Oattapp + 10s (CappUiapp) = —De f + 10r f + uC(1) + e f + pduucr) + 2uf O f + p2 R,

(id*%a:z)atuapp+8r<app+:“uappamuapp:*8£f+ﬂaff+“atu(l)JraEfJﬂ“arC(l)+/‘faﬁf+§agf+“2R;2)'

ou on a noté
R = 0-Cy + 92 (f(Cry +uqry)) + 10 (Cyuy),

1
R§2) = 6Tu(1) + 762(8tU(1) — 6-,—f) + U(l)agf + faIU(l) + ,uagaTu(l) + /LU(l)azU(l).
3¢

Avec ces notations, le systéme précédent se simplifie en :
1 2
O¢Capp + Oxapp + 1Oz (Cappllapp) = NR% - M2R§ )»

(id - %ag)atuapp + OxCapp + HllappOzliapp = '“Rgl) + UQRé2)~

ol

RY =0, f + 0:¢(1) + Oru(ry +2f0c f,

1
Ry = 0,f + ) + 0ulry + SO + 502

Pour que le modéle obtenu avec cet ansatz soit consistant & 'ordre 2 en u, on souhaite imposer que

Rgl) = Rgl) = 0. Cela se traduit par le systéme
0¢C(1y + Ozury + 0 f +2f0:f =0,

1
Oru(ry + 021y + Or f + fOe f + §6§f =0.

On fait alors le changement de variables w, 1= (1) + u(1) et w_ = (1) — u(y).

Par somme et différence des équations du systéme précédent, on obtient :
1

1
Ow— — Opw— + fOc f — gf)g’f =0.
On reconnait des équations de transport vérifiées par wy et w_ lorsque f est fixée.

Le lemme suivant donnera une contrainte sur f pour éviter d’avoir une croissance linéaire :
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Lemme IV.1
Soient ¢; # c3 € R et (k1,ko) € L?(R)? tel qu'il existe Ky € H! vérifiant Kb = k.

Si k est solution de

atk + Clazk = ]{31(1' - Clt) + kg(x — Cgt),

k:\tzo =0.

.1 ~
alors tilgloogﬂk(t, Mrz =0k =0.

Dans ce cas, ||k(t,-)||L2 < min(

2
WHKQHL%ZL”IWHLZ)'

Démonstration : On admet ce résultat ici : il s’agit essentiellement de résoudre ’équation de

transport, la solution du probléme s’écrivant k(t, z) = tki(x — c1t) + (Ka(z — eot) — Ka(x — c1t)).

c1— C2

Une démonstration plus détaillée est présentée dans [7] au lemme 7.6. g
En appliquant ce lemme IV.1 & la premiére équation du systéme (13), on obtient que, pour éviter

d’avoir une croissance linéaire de la solution de ce systéme, il faut imposer que 20, f +3f0¢ f + %82 f=0.

En divisant par 2, cette équation se réécrit 0, f + g fOef + %3? f =0 : on reconnait I’équation de KdV.

Il n’y a en revanche pas de condition similaire issue de la seconde équation (car le membre dépendant de

f est appliqué en (z —t, ut)).

Avec l'estimée du lemme V.1 précédent et par des arguments similaires & ceux utilisés par Lannes dans

la sous-partie 7.1.4. de [7], on peut montrer que [|(q)(t, -, 7)||z2 + [[uq)(t, -, T)l[z2 < C(||f]|#3)-

Pour estimer la norme de f, on a besoin d’un résultat sur I’équation de KdV :

Lemme IV.2
Soient s € N* et T > 0.

Pour tout fy € H?, il existe une unique solution f € C°([0,T]; H®) au probléme de Cauchy

3 1
Orf + 5 f0ef + 502 =0,

(14)
f ‘7:0 = Jo.
De plus, cette solution vérifie I'estimée || f|| o 0, 1y,ms) < C(T', || follm+)-
Démonstration : On admet ce résultat sur ’équation de KdV qui est par exemple établi dans le

théoréme 2.1 dans [6]. On peut par exemple le montrer grace a une régularisation parabolique comme pour

N . . 4 . .
le systéme Boussinesq mais en —vd; f ici. (]
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La dérivation générale de I’équation de KdV est par exemple présentée dans la partie 5.1 de [§].

C’est maintenant qu’il faut s’assurer d’avoir un ansatz bien préparé : on impose les conditions initiales
(|t:0 = “’t:o = f(&,0) =: fo(§). Dans ce cas, le lemme précédent permet d’obtenir :
ISy (s - DllL2 + llugy (¢ - 7)l[L2 < C (7, [ follas)-

On peut alors montrer que l'ansatz considéré ici est consistant pour les équations du systéme de
Boussinesq a l'ordre O(u?) :

Proposition IV.3
Soient T > 0 et fo € H°. L’ansatz

Capp(ta'r) = f(x - ta ,Ltt) + MC(l) (ta xv/’[’t)a

Uapp(t, ) = f(x —t, ut) + puey(t, x, pt).
vérifie

OrCapp + Owttapp + 10z (Cappliapp) = N2R§2)»

(id N gai)at“app + Oz Capp + Wlapp Oz lapp = /‘2R§2)‘

avec les termes de restes vérifiant, pour tout t € [O, —},
"

,u2||R52)(t, )|z + ,u2||Ré2)(t, - 1ut)| 2 < Cru? pour une constante Cr > 0.

Démonstration : Donnons les grandes idées de preuve pour obtenir I'estimée. Pour ¢t € {0, —},
1
2 2 2 2
IR (¢, ut) |2 < sup  sup Rt 7|02 et [|RE (8, pt)| 2 < sup  sup [RE(t 7)o
tefo,Z] 7€l0,T] te[0, L] 7€[0,T]

Par définitions de R§2) et Rgz) et en utilisant le lemme IV.1, on en déduit que :

IR (t -, )22 < C( sup [|f (- 7)[|so ) et
7€[0,T]
On conclut alors avec le résultat précédent :
P2 RO (- )| 2 + B2 R (E, -, )| 12 < p2C(T, || follms) < Crpi?. O

En intégrant 'inégalité obtenue par cette proposition, on peut en déduire que :
T

|7 (IR e+ 2R o)) < 2 (142 ) S

Pour estimer ’écart entre la solution au systéme de Boussinesq (7) et celle donnée par I’équation de KdV,
on introduit ’ansatz précédent a ’aide de 'inégalité triangulaire : pour tout t € [07 ;},

(¢, u) = (Ckav, uxav) || 2 (jo,4x®) < (¢, %) = (Capps Uapp) | L2 ([0, x®) + || (Capps Uapp) — (Ckavs Ukav)|| L2 ([0, xR) -

On peut majorer le premier écart avec le résultat de stabilité avec la proposition II1.11 de la partie

38



précédente, et le second avec la proposition précédente.
Cela permet d’obtenir le théoréme final :

Théoréme IV .4

Si fo € H® alors il existe un temps T > 0 tel que pour tout p €]0, 1], il existe une unique solution (¢, u)
au systéme de Boussinesq (7) écrit avec € = u pour la donnée initiale (C|t:07 u’t:o) = (fo, fo)-

De plus, pour f solution de (14), le couple (Ckav,ukav), défini par :

Y(t,x) € [0, %} x R, ((kav,ukav)(t, z) == (f(z —t,ut), f(x —t, ut)), vérifie :

T
vi € [0, ] G ) = (Gav ucav)llzaqo ey < nOCT, lfolls)

Il semblerait qu’on pourrait aussi obtenir le résultat en norme L aprés avoir dérivé une fois en espace

pour chercher une estimation de I’écart dans H' et ensuite utilisé I'injection de Sobolev.

Ainsi, nous avons pu estimer I’écart entre la solution au systéme de Boussinesq (7) et celle donnée par
) Y

I’équation de KdV : celle-ci en est donc une approximation & 'ordre p d’aprés cette estimation.

Cela achéve la premiére partie de ce stage qui aura permis de faire une étude des équations des vagues
& une dimension d’espace et de déterminer des modéles asymptotiques les approximant. En particulier,
les méthodes introduites pour y parvenir ainsi que pour justifier le caractére bien posé du systéme de
Boussinesq seront utiles pour le sujet de thése qui découlera de ce stage. Celui-ci consistera a ’étude d’un
autre modéle asymptotique dont I’équation en une dimension s’écrit M@tu + Opu+ 2u+udpu = 0.
Il s’agira notamment de déterminer si c’est également une bonne approximation des équations des vagues,
s’il est bien posé (localement et globalement) et la régularité nécessaire pour la donnée initiale. Avant cela,
les deux derniers mois de ce stage consisteront notamment & voir comment améliorer le développement

BKW ayant permis de dériver I’équation de KdV.

Je tiens enfin & remercier Benjamin Melinand et Raphaél Cote de m’avoir proposé ce sujet particu-
liérement intéressant ainsi que pour leur accueil, leur encadrement régulier et leurs remarques et conseils

toujours pertinents. Cela me permettra d’aborder sereinement mon sujet de thése a la rentrée prochaine.
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